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Proélogo

Este libro se ha hecho especialmente de los alumnos de segundo de bachillerato de la opcién
cientifico-tecnologica, aunque por supuesto también puede hacer uso de él cualquier estudioso de la
materia. Se trata de la primera ediciéon , que se ha hecho con mucho esfuerzo y con todo el carifio y
mimo que he podido. Por supuesto que pudiera ser que encontrarais errores, por lo que os agradeceria
que me los comunicaseis para corregirlos. También agradezco de corazon la colaboracion de algunos
companeros y companeras de ‘Mi Rincon Matematico’ que me han ayudado enormemente con la
recopilacion de parte del material expuesto, y a su clasificaciéon por teméatica. Comentar sobre este
tema que en multitud de ocasiones en un mismo ejercicio intervienen varias temaéaticas. En ese caso,
para clasificarlo he atendido (bajo un criterio propio) a que temaéticas tienen méas peso dentro del
ejercicio en total, no s6lo en peso de correcciéon, sino en peso de importancia para la resolucion y
posibilitar el continuar el ejercicio adelante.

Si quieres hacer algiin comentario, comunicar algin error o decir algo que se te ocurra, puedes
ponerte en contacto conmigo en mirinconmatematico@gmail.com.

Este libro se ird actualizando con los exdmenes que cada ano vaya poniendo la Universidad,
pudiendo obtenerse la version actualizada en la pagina:
http://www.mates.byethost4.com.

Este trabajo se ha hecho utilizando I4TEXy su frontend para Linux Kile (version 2.1). Para los
graficos se ha usado el software de Geogebra, el de GIMP para retoque de imagenes, y el de Inkscape
para algin grafico vectorial de apoyo, todos ellos Open Source. Gracias a todos los que han hecho
posible estos programas y los han compartido gratuitamente con los demés.

He hecho una clasificacién de los ejercicios por tematica, esperando que la clasificacion realizada
sea del agrado de todos.

Se trata de un trabajo que ofrezco a la comunidad educativa, pero es conveniente saber que se
emite bajo una licencia Creative Commons en la que tienes que tener presente que:

Tu eres libre de:

= copiar, distribuir, comunicar y ejecutar publicamente la obra.

= hacer obras derivadas.
Bajo la siguientes condiciones:
Atribucién Debes reconocer y citar la obra de la forma especificada por el autor o el licenciante.
No Comercial No puedes utilizar esta obra para fines comerciales.

Licenciar Igual Si alteras o transformas esta obra, o generas una obra derivada, s6lo puedes

distribuir la obra generada bajo una licencia idéntica a ésta.

s Al reutilizar o distribuir la obra, tienes que dejar bien claro los términos de la licencia de esta

obra.
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s Alguna de estas condiciones puede no aplicarse si se obtiene el permiso del titular de los

derechos de autor.
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Capitulo 1

Analisis

1.1. Funciones y Continuidad

1.1.1. a) (1 punto) Si es posible, dibujar de forma clara la grafica de una funcién
continua en el intervalo [0,4] que tenga al menos un méaximo relativo en el
punto (2,3) y un minimo relativo en el punto (3,4).
b) (1 punto) Si la funcién fuera polinémica, ;cual ha de ser como minimo su

grado?.

(Junio 2000)

- Solucién:

a) Veamos el croquis de la funcion:

b) Si la funcion fuera polinomica, al menos deberia ser de grado 3 minimo, es decir tendria una

expresion como esta f(z) = ax® + bx? + ¢* + d, ya que a priori tenemos cuatro datos que serian

f(2)=3,3)=4,f(2) =0y f(3) =0.

Con esto podriamos incluso dar su expresion:
f(z) = ax® +bx® +c* +d; f'(x) = 3ax® +2bx +c; imponiendo f(2) =3 f(3) =4 f/(2) =0 f'(3) =0

Obtenemos:

8a+4b+2c+d=3
27a+9b+3c+d=4
12a+4b+c=0
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27a+6b+c=0

Obtenemos cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas que resolviendo no daran los coeficientes
requeridos.
Por lo tanto:
f(z) = =22 + 1522 — 362 + 31

1.1.2. Sea la funcién real de variable real definida por:

—z)3 si oz
f(x):{@ ) <1

T si z>1

(Junio 2001)

- Solucién:

a) El tnico punto dudoso es z = 1.

Siz—17 , f(z)—1
Siz—1t | f(z)—1

= La funcién es continua siempre

b) Salvo x = 1, la derivada vale:

— —z)? s oz

2z si x>1
Siz—-1- |, fl(x)— -
Siz—1t , f

= La funcién no es derivable en x = 1

c¢) Para obtener el area solicitada, resolvemos la integral en dos tramos. Observemos la gréfica:

|
|
|
|
4 0 %

\ 2

1 372
1 119
:[81‘—1—4—1(2—36)4} —l—[Sx—x—] =—
1
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1.1.3. Se considera la funcién:

x2+3x+1 .
—_— S1 x> —1
fla) = { ,

2z s
1 S1 < —1

Se pide:

a) (0,5 puntos) Estudiar el dominio y la continuidad de f.

b) (1,5 puntos) Hallar las asintotas de la grafica de f.

¢) (1 punto) Calcular el area del recinto plano acotado limitado por la grafica
de f y las rectas y =0,z =1, z = 2.

(Junio 2002)

- Solucién:

a) D(f) =R — {0} ya que en 0 se anula el denominador.

f es continua en los intervalos abiertos (oo, —1), (—1,0) y (0,00) ya que en cada unos de ellos
es una funcién cociente de funciones continuas en las que no se anula el denominador.

En el punto 0 la funcién es discontinua porque 0 ¢ D(f).

Primera condicion:
(-1)*4+3-(-1)+1

-1) = 1
F(-1) -
Segunda condicion:
2
lim f(z) = lim xl =1
——1— ——1— T — z
’ i 224+ 3z+1 = 1_1)n_11f(:c):1
lim f(z)= lim —— =1 *
r——1* r——1* x
Tercera condicién:
i f(x) = f(=1)

Se cumplen las tres condiciones, luego f es continua en el punto -1.
D(f) =R — {0} y f es continua en el punto -1.
b) Asintota vertical so6lo puede tener en el punto de discontinuidad, el 0. Calculamos los limites

laterales:
2
3 1
lim f(z) = lim szl — 00
=07 =0 T = La recta x = 0 es asintota vertical.
) ., x4+ 3r+1
lim f(z) = lim — =0
z—0t z—0t x

La grafica de f tiene tres asintotas: t =0, y=x+3 ey = 2.

c¢) Vemos si la grafica de f corta al eje y = 0 en algin punto entre 1y 2:

22 +3x+1
T

¢ [1,2]

—34+
:0:>x2+3x+1:0:>x:3T\/5

Como no corta, el area pedida es:

2

2.2 2
1 1 1

/mdbe/ <x+3+)dx:{x2+3x+ln|x| =

1 x 1 x 2 1

1 1
:522+3~2—|—1n2— <2+3) =4,54+1n2=>5,193

El area pedida es 5,193 u?.
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1.1.4. Se considera la funcién real de variable real definida por:

f(x):{\3/x—2 si z>2

x(r—2) si x<2

a) (1 punto) Estudiar su continudad y derivabilidad.
b) (1 punto) Hallar la ecuaciéon cartesiana de la recta tangente a la grafica
de f en el punto (3,1).

(Septiembre 2002)

- Solucién:
a) Consideramos las funciones fi(x) = z(x — 2) y fa(x) = V& — 2, que forman parte de la

definicion de la funcion f.
Como f1 y fo son continuas, f es continua en los intervalos (—00,2) y (2,00).

Como f1 y fo son continuas, f serd continua en 2 cuando f1(2) = f1(2).

@) = {;g; ~) S A0 =50
= f es continua en 2.

Por tanto f es continua.

Como f; es derivable y fo es derivable en los intervalos (—o0,2) y (2,00), f es derivable en los
intervalos (—o00,2) y (2,00).

Para estudiar la derivabilidad de f en el punto 2 recurrimos a la definiciéon de derivada y

comenzamos por calcular la derivada por la derecha:

FEf) = LEENZIQ) g HEEN 0 g V2HAZ2
h—0+ h h—0+ h h—0+ h

3
. . 1
T e T
f es continua. f es derivable en (—o00,2) y (2, 00).
b) f(3) =1, luego efectivamente el punto (3,1) pertenece a la grafica de f.

= 00 = f no es derivable en 2

’

fale) = Vo= 2= (-2} = fi= 5o -2)F
La pendiente de la recta tangente vendra dada por la derivada:
p / 1 _2_.1
1'(3) = fo(3) = 53— 2) 7153

La ecuacién punto-pendiente de la recta tangente es y — 1 = %(x -3 =y=

Wl

1.1.5. Dada la funcién: s s
fe) =3
a) (1 punto) Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar razo-
nadamente si alguna de las discontinuidades es evitable.
b) (1 punto) Estudiar si f tiene alguna asintota vertical.

(Junio 2003)

- Solucién:



5

1.1. Funciones y Continuidad

a) Podemos ver que la funcion es discontinua cuando el denominador se hace 0, es decir 1 — % =

O0=2z=—-1lox=1.
La discontinuidad puede evitarse si existe el limite en estos puntos.

En x = —1 la discontinuidad no puede evitarse pues la funcién no posee limite en este punto.

Veamos en ¢ = 1:
5 ,.8 4 7 _ 1
=2 19 (LHopital) = lim 22— 5T _5=8 _1
r—1 —625 —6

0
Por lo tanto como el limite existe, la discontinuidad puede evitarse, definiendo f(1) = %

b) La recta © = —1 es asintota vertical de la funcion pues:

o oab—a8
lim ——— =00
z——1 1 — 26

Ademas, podemos observar que si z — —17, f(z) — 4+oo; ysiz — 17, f(X) — —o0.

Calcular los siguientes limites:

1.1.6.
a) (1,5 puntos)
lim \/:E2+;1c— \/:L‘2 —x
Tr— 00
b) (1,5 puntos)
i
lim z [arctan(e®)] — —
00 2
(Junio 2003)
- Solucién:
a)
2x
lim \/x2+m—\/x2—x:lim =1
T—00 =00 \/x2 1 — a2 -
b) Retocamos el limite de tal forma que obtengamos una indeterminaciéon conocida. En este caso
%, y a continuacién aplicamos la Regla de L’Hopital.
x [arctan(e®)] — & —
lim z [arctan(e®)] — = = lim [ 1( -3 _ lim 1+ef =
T —00 2 T—00 = T—00 ——
x xr
i —z2e® i —2ze® — g2e” i -2z — 2 _
a :ELIEO 1+e28 wl—>H;o 2e2% a GELIEO 2e* o
-2 -2z -2
= lim = lim — =0
z—00 2%

z—o0  2e

a) (1 punto) Dibujar la grafica de la funcion:

1.1.7.
2x
fa) ==

indicando su dominio, intevalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

b) (1 punto) Demostrar que la sucesion:
2n
A, =
" n+1
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es monotona creciente.
¢) (1 punto) Calcular:
lm n?(an1 — an)

n—oo

(Junio 2006)

- Solucién:
a) La funcién esta definida para el conjunto de todos los nimeros reales, excepto aquellos que
hacen el denominador igual a 0, en este caso x = —1. Por lo tanto, D(f) = R — {—1}. Ademas

vemos que en x=-1, la funcién tiene una asintota vertical, mientras que para y = 2, la funcién tiene

una asintota horizontal. 5
T

x+1
;o 1
Yo e

y:

Vemos que su derivada es creciente en (—oo, —1) y en (—1,400)

Vemos que para valores del intervalo (—oo,—1), y”/ > 0, por lo tanto la funcién es concava, y
por el contrario en valores del intervalo (—1,400), y” < 0, y por lo tanto la funciéon es convexa.

Veamos su representacion:

10

g
]
i
oo

b)n' >n= n%'jrll > f—fl por lo que f(z) es creciente para valores de x>0.
c)

2n + 2

P = lim n*(ani1 — an) = 2

Apal —Qp = ———————
s " n243n+2 n—00

Ap+1 =

1.1.8. a) (1,5 puntos) Estudiar y representar graficamente la funcion:

1
ARNCEE
b) (1,5 puntos) Hallar el area de la region acotada comprendida entre la

grafica de la funcién anterior y las rectas y =1, z = %

(Junio 2006)
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- Solucién:

a) Claramente la funcion esta definida para todo el conjunto de los ntimeros reales, excepto para
el x = 2, para el que el denominador se hace 0.

Por lo tanto el dominio de la funcion es D(f) = R — {0}. Claramente tiene una asintota vertical
en r = 2, y una asintota horizontal en y = 0. Veamos la derivada.

/ 772(‘%*2)
f(l’)— ($_2)4

Para valores del intervalo (—o0,2), claramente f’(z) > 0 y por lo tanto f(z) es creciente. Para
valores del intervalo (2,4+00), f'(z) < 0, y por lo tanto f(z) es decreciente.

Veamos su representacion:

4_
2_
T T |_._'_D-F T T T
-6 -4 -2 0 2 4 [
-2
4]

b) Para el valor de la funcion y = 1, obtenemos los valores de abcisa x = 1 y & = 3. Por lo tanto
para hallar el drea de la region pedida no tendremos mas que hacer la integral correspondiente, eso
si con la precauciéon de ver que no podemos hacer el drea mediante integracién del punto asintotico.

Por lo tanto hacemos el area, integrando f(x) desde x = % hasta z = 3.

3 3
1 1
5 (x —2) x—2]:

|t

Obtenemos como resultado que el area solicitada es 1 u2.

1.1.9. a) (1 punto) Calcular los valores de a y b para que la funcion:

3z +2 si <0
fl)=q2x?+2acosx si 0<z<m

arZ+b si T >

sea continua para todo valor de x.
b) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f(z) para los valores de a y b obte-

nidos en el apartado anterior.
(Septiembre 2006)
- Solucioén:

a) Para estudiar la continuidad, vemos el valor de los limites en los extremos de los intervalos e

igualamos para obtener las incognitas.

lim f(z) =2; 11'161+ f(z) =2a

x—0~
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Igualando ambas expresiones obtenemos que a = 2. De la misma manera:

lim f(z) = 7% - 2; lim _f(z) = 724 b

T—T Tr—T

Igualando ambas expresiones obtenemos que b = —2.

b) Veamos la expresion de la derivada:

3 si z <0
fl(®) =<2z —2sinz si 0<z<~
2x si r>m

Entonces:

F/(0) =3; f/(07) =0; f(x) no es derivable en z = 0

f/(7m=) =2m; f'(z%) =2m; f(x) si es derivable en z = 7

Por lo tanto f(z) es derivable en R — {0}

1.1.10. Dibujar la grafica de la funcién:

||

f(ff):m

indicando su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

(2 puntos).

- Solucién:

Veamos la funcion:
flx) = —5% si <0
flay= W =
flz)=5% s x>0,2#2

(Junio 2007)

Para ver las asintotas verticales, observamos si hay valores para los que el denominador se hace

0. Efectivamente para z = 2 tenemos una asintota vertical.

Para estudiar las asintotas horizontales, estudiamos el limite de la funciéon cuando 2 — £oo. De

esta forma y aplicando L’Hopital ya que tenemos indeterminaciones del tipo 22, vemos que:

lim f(z) = —1 de este modo y = —1 es una asintota horizontal

r— 400

Igualmente:

lim f(x) =1 de este modo y = 1 es una asintota horizontal

T——00

El estudio de crecimiento y decrecimiento lo hacemos a través de la derivada primera. De este

modo:

f(x):*m

Veamos su representacion grafica:

-2 f'(z) <0 si  x<0= f es decreciente
f(®)>0 si x>0,2#2= f escreciente
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1.1.11. a) (1,5 puntos) Hallar los maximos y minimos relativos y de los puntos de

inflexion de la funcién:
flay = Bt
241

b) (1,5 puntos) Determinar una funciéon F(z) tal que su derivada sea f(x) y

ademas F(0) = 4.

(Septiembre 2007)

- Solucién:

a) Para ver los maximos y minimos relativos, hacemos el estudio de la derivada primera.

fi(r) <0 si ze€(—o00,—1)= f es decreciente

1—22
f(z)= EEEEE f(x) >0 si x € (=1,1) = f es creciente
fl(x) <0 si xz€(1l,+00) = f es decreciente
Por lo tanto en # = 1 tenemos un méximo relativo, y en x = —1 tenemos un minimo relativo.

Para ver los puntos de inflexiéon, hacemos el estudio de la derivada segunda.

f”(m) _ 2‘T($2 — 3)
@51
Vemos que f’(z) =0en 2 = —/3, 2 = 0y x = /3. Por lo tanto, f”(z) > 0 en el intervalo

(=00, —V3), v f(z) es concava. f”(x) < 0 en el intervalo (—v/3,v/3), y f(z) es convexa. Y por
tltimo, f’(z) > 0 en el intervalo (v/3,4+00), y f(z) es concava.
b)

322 +x+3 T Lo o

F(0) = C = 4. Luego
1
F(z) =3z + 5 In(z? +1)+4
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1.1.12. Sea g(x) una funcién continua y derivable para todo valor real de x, de la
que se conoce la siguiente informacion:
i) ¢’(z) > 0 para todo z € (—00,0) U (2,+0c0), mientras que ¢'(z) < 0 para todo
z € (0,2).
if) ¢”(x) > 0 para todo z € (1,3), y ¢”(z) < 0 para todo z € (—o0, 1) U (3, +00).
iii) g(=1) =0, g(0) =2, y g(2) = 1.
iv) lim g(z) = —co,y lim g(z)=3.
Teniendo en cuenta los datos anteriores, se pide:
a) (1 punto) Analizar razonadamente la posible existencia o no existencia
de asintotas verticales, horizontales u oblicuas.
b) (1 punto) Dibujar de manera esquematica la grafica de la funcion g(z).
c) (1 punto) Si G(z) = [; g(t)dt, encontrar un valor z; tal que su derivada

G/ (o) = 0.

(Septiembre 2007)

- Solucién:

a) De la afirmacion i) podemos asegurar que g(z) es creciente en los intervalos (—oo, 0)U(2, +00),
mientras que es decreciente en el intervalo (0,2).

De la afirmacion ii) podemos asegurar que g(x) es concava en el intervalo (1,3), y convexa en
los intervalos (—o0,1) U (3, 400).

De la afirmacion iii) podemos asegurar que g(x) corta al eje de abcisas en x = —1 que punto
de coordenadas (0,2) es un maximo relativo, y que el punto (2,1) es un minimo relativo. Existe
una asintota horizontal en y = 3. No hay asintotas verticales, y puede haber una asintota oblicua
cuando x — —o0.

Veamos un croquis de la gréafica:

c) G(z) = f(f g(t)dt ; G'(z0) = g(x9) =0 & 29 = —1

1.1.13. Estudiar los siguientes limites:
(e —a?)
; 4% 4L 5
lim
z—+o00 3% + 6%

a) (1 punto) Lll)Iiloo

b) (1 punto)

(Junio 2008)
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- Solucién:
a)

2
lim (e* —2%) = lim e” (1 - x) = 00 ya que

r—+00 z— 400 et
2 2 2
lim r_ [@} aplicamos la Regla de L’Hépital = lim i lim — =0

z—+oo e* o0 z—+o0 T r—+4o0 ¥

Por tanto el limite solicitado es co.

b)
im 4745 = lim g;+g:: lim (()) j((;) :0+0:0
r—+00 3T + 6% r—-+00 5= + & x——+00 (%) +1 0+1

Por tanto el limite solicitado es 0.

1.1.14. Obtener los maximos y minimos relativos, y los puntos de inflexién de la

funcién f(z) = z(Inz)?, siendo Inz el logaritmo neperiano de z. (2 puntos).

(Junio 2008)

- Solucién:

Resolvemos la ecuacion f/(x) = 0:
f(@)=z(lnz)*= f(z) = (Inz)* 4+ 22Inzl = (Inz)? + 2Inx

f'(z)=0= (Inz)>+2Inz=Inzlhr+2=0=

Inz=0 =sz=1 1
= ==
lnz+2=0 =z=c¢2 e ?

Usamdo f” estudiamos las soluciones obtenidas:

1
fl(x)=(nz)® +2Inz = f’(z) = 2ln:v% + 2; = %(lnx—I— 1)

f"(z) > 0= f tiene un minimo relativo en z = 1.
f"(e72) < 0= f tiene un maximo relativo en x = =2
Resolvemos la ecuacion f”(z) = 0:

2
f”(m):O:>E(ln:c+1):O:lnx—i—l:O:ﬂU:e_l

Usando [ estudiamos la solucion obtenida:

F(e) = 2(nz +1) = f(x) = — (e + 1)+ 2 -

ISH

f"(e71) # 0 = f tiene un punto de inflexion en z = e~ !

f tiene un minimo relativo en = 1, un méximo relativo en x = e~2, y un punto de inflexién

en r = 671.

1.1.15. Calcular el siguiente limite:

1 x+1
If 14 ——+——
zl—>rgo< +ax2+4a:+8)

segun los valores del parametro a.

(Junio 2009)
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- Solucién:

En primer lugar observamos que se trata de una indeterminaciéon de la forma:

1 x+1
1i 1+ — =1°
zg&( +ax2+4x+8>

independientemente del valor que tome el pardmetro a.

Recordemos que si lim f(z) =1y lim g(z) = oo, entonces
r—00 T—00

lim (f(m))g(w) _ exlinéo g(z)(f(z) — 1)

T—00
Lo cual, aplicado en nuestro limite:

lim
T— 00

1 z+1

z+1 1 N — I T

1+ 1 :exggo(x—i_ )<a,562—|—4x—|—8> :ezinolo <aa:2+4:1:—|—8)
ar? +4x + 8

Ahora bien como:

, z+1 0 si a#0
Iim [ ———— | =
z—oo \ ax? +4x + 8 i si a=0

1 ol 1 i 0
fm (14— ) = stoa7
00 ax? 4+ 4z + 8 Ve si a=0

Como recordatorio, el limite cuando z — oo de:

Entonces:

aox” + alxn—l + - Fay
box™ + byt 4+ .-+ b,

ao
con ag y bp no nulos es oo

p(x)

Recordemos también que lim (—) son tales que el grado del numerador es menor que el grado
z—00 (X
del denominador, es cero.

1.1.16. a) (1 punto) Dada la funcioén:

x
1—22

/()

hallar el punto o los puntos de la grafica de f(z) en los que la pendiente de
la recta sea 1.

b) (0,5 puntos) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(z)
en el punto z = 0.

c) (1,5 puntos) Sea g una funcién derivable con derivada continua en toda
la recta real, y tal que g(0) = 0, g(2) = 2. Demostrar que existe al menos un

punto c en el intervalo (0,2) tal que ¢'(c) = 1.

(Septiembre 2009)

- Solucioén:

a) Para resolver este apartado, tendremos que obtener la expresion de la derivada primera f'(z).
f'(z) expresa la pendiente de la recta tangente a la curva expresada por f(z) en z. Por lo tanto
igualando a 1 obtendremos una ecuaciéon cuyas raices serdan los puntos que cumplen la condicion

pedida.
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Expresemos la derivada:

- (=24 (20)x  1—ax*—-22* 1-32?
Mo ="—yer =~ -2 (-7

1—32? 2 4 2 4 2
m:lﬁl—%: =1+ —-22"=2"+2°=0

Por lo tanto el tnico punto que cumple que la pendiente de su recta tangente es igual a 1 es el
punto de coordenadas (0,0).

b) Del anterior apartado ya tenemos la expresion de la recta tangente en x = 0.

La ecuacion de la recta tangente a f(z) en x =0 es y = x.

c) Para la demostracion del resultado solicitado nos basamos en el Teorema del Valor Medio o
los Incrementos Finitos para una funcién expresado por Joseph Louis de Lagrange'. Este Teorema
es una particularidad del Teorema del Valor Medio generalizado demostrado por Augustin Louis
Cauchy? a partir del Teorema de Rolle?.

Cauchy demostrdé que dadas dos funciones f, g tal que son continuas en un intervalo cerrado
[a,b], y derivables en el abierto (a,b), entonces existe al menos un punto del intervalo ¢ € [a, ] tal
que cumple la siguiente expresion [f(a) — f(b)] - ¢'(c) = [g(a) — g(b)] - f'(c).

Para demostrar nuestro resultado, nos basamos en el resultado que obtuvo J.L.de Lagrange con
su Teorema de los Incrementos Finitos para una funcién. Sélo es necesario expresar el resultado que
demostro A.L. Cauchy, cogiendo como f(z) = x. De este modo, dado una funciéon g(z), continua en
un intervalo cerrado |[a, b|, y derivable en [a, b], como en este caso es la funciéon g(x) que nos dan en

el enunciado, entonces, existe al menos un punto ¢ perteneciente al intervalo [a, b] tal que se cumple:

, 9(2)—9(0) 2-0
= = = 1
g0 2-0 2-0
Al menos existird un punto ¢ € [0,2] tal que cumpla que ¢'(¢) = 1, tal y como queriamos

demostrar.

1.2. Derivadas y sus aplicaciones

1.2.1. Sea f(x) = ax®+b2? +cr +d un polinomio que cumple f(1) = 0, f/(0) = 2, y tiene
dos extremos relativos paraz =1y =z = 2.
a) (2 puntos) Determinar a,b,c y d.

b) (1 punto) ;Son maximos o minimos los extremos relativos?

(Junio 2000)

- Solucién:

a) Para obtener los coeficientes del polinomio f(z) basta con que sustituyamos las condiciones
que nos dan en el enunciado (cuatro ecuaciones con 4 incognitas). Que el polinomio tiene unos
extremos relativos en x = 1 y x = 2, es equivalente a decir que f'(1) =0y que f'(2) = 0. Con todo

esto tenemos:

1 Consultar Wikipedia: Joseph Louis de Lagrange, Teorema del Valor Medio para una funcion
2Consultar Wikipedia: Augustin Louis Cauchy
3Consultar Wikipedia: Teorema de Rolle


http://es.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_de_Lagrange
http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_del_valor_medio
http://es.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy
http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_rolle
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f(x) = az® 4+ ba® + cx + d; f'(x) = 3ax® + 2bx + ¢;
f)=0=a+b+c+d=0; f/(0)=2=c=2; f'(1)=0=3a+2b+c = 0;
f(2)=0=12a+4b+2=0

Resolviendo, obtenemos:

1 3 )
flz) = gxg— 5.1?2—1—2.%‘— 5

b)Vemos que el polinomio cumple los siguientes condicionantes:

[—00,1] — f'(z) > 0 — f(x) es creciente
[1,2] — f'(x) <0 — f(z) es decreciente
[2,4+00] — f'(x) >0 — f(x) es creciente

Por lo tanto podemos afirmar que para x = 1 el polinomio tiene un méaximo relativo, mientras

que para x = 2 tiene un minimo relativo.

1.2.2. Sea la funcién f(z) = 2z — sen2z:
a) (1 punto) Determinar si tiene asintotas de algun tipo.

b) (1 punto) Estudiar su monotonia y la existencia de extremos relativos.

(Junio 2000)

- Solucién:

a) Veamos la representacion de la funcion:

Podemos ver facilmente que ll'I:El f(x) = fo0, por lo que se trata de una funcién mondtona
Tr—TT00
creciente.

Claramente no tiene asintotas verticales, ni horizontales. Veamos las oblicuas:

2 in 2
m = lim f@) = lim crsmer 2n= lim f(z)—mz= lim 2z +sin2z— 2z
r—+oco I r—+oo x T—+oo r—Fo0

La funcion sin 2z esta acotada entre 1 y -1, por lo tanto n = +£1.
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En conclusion, tenemos que la funcién es monétona creciente y crece acotada entre dos rectas
oblicuas que no son asintotas, puesto que la funcion llega a tocar a estas rectas en infinitos puntos,
ya que sin 2z es periddica de periodo 2.

b) Veamos los extremos relativos mediante es estudio de sus derivadas.
f'(x) =2+2cos2x; f'(x) =0=2+2cos22 =0=ax =5 +kr---kec{1,2,3---njn € N}
Luego x = § 4+ kn---k € {1,2,3---n|n € N}, son extremos relativos.

f"(z) = —4sin2z; f"(2) =0= —4sin22 =0=>x =5 +kr---kec{1,2,3---n|n € N}

Luego igualmente =  + k7 ---k € {1,2,3---n|n € N}, son puntos de inflexion de la funcion.
Vemos que para todo punto, de la funcion f”(z) < 0, y por lo tanto f(z) es convexa en todo su
dominio, y todos los puntos anteriormente descritos son maximos relativos a la vez que puntos de

inflexion.

1.2.3. Dados tres niimeros reales cualesquiera 7, r9, 73, hallar el niimero real z que

minimiza la funcion:

D(z) = (r1 — )+ (rs —x)* + (r3 — z)*

(Junio 2000)

- Solucién:
Para hallar el nimero real z que minimiza la funcion, bastara hallar su derivada e igualar ésta
a 0.

’I"1+’I"2+T3

D(x)=-2(r1—2)—2(r3 —x) —2(rs —x) = 62 —2r| —2ry —2r3 =0 = = 3

1.2.4. Sea la funcién f(z) = 2* — 423 + 2% + 6.
a) (1,5 puntos) Determinar los puntos de corte de su grafica con los ejes y los
intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) (0,5 puntos) Esbozar la grafica de la funcién.
¢) (1 punto) Calcular el area determinada por la grafica de f, el eje horizontal

y las rectas = -1y x = 2.

(Septiembre 2000)

- Solucién:
a) f(x) corta al eje de abcisas, cuando su ordenada se hace cero, es decir cuando f(x) = 0.

Veamos su descomposicion:
f(z) = z(23 — 42 + z + 6), por lo tanto z = 0 es una raiz del polinomio.

Luego la funcion pasa por el origen de coordenadas (0,0). Para obtener el resto de raices, podemos
aplicar la Regla de Rufinni:

Asi veremos que x = —1, x = 2 y ¢ = 3, son las otras raices del polinomio. Por lo tanto la
funcion corta a los ejes de coordenadas en (-1,0), (0,0), (2,0) v (3,0).

Veamos los intervalos de crecimiento y decrecimiento, para ello hacemos el estudio de la derivada

primera.

f'(z) = 423 — 1222 + 22 + 6;
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Veamos donde se anula:
fl)=0=(z—-1)(222 4" -3)=0= (2 — )z —1-3VT)(z -1+ V7)) =0

Porlotantor=1yx =1+ %\ﬁ, son las tres raices del polinomio de f’(x), resultando:

[—00,1— 3T — f'(z) <0 — f(z) es decreciente
[1—3V7,1] = f'(z) > 0 — f(z) es creciente
(1,14 3V7] — f/(z) <0 — f(z) es decreciente
(14 $V7,+00] — f'(z) >0 — f(z) es creciente

b) Veamos la grafica:

c) Para hallar el area solicitada:

0 2 25 3 -5 23 2
A:—/ f(x)dx—F/ fx)dr = — —a* + % +322| 4+ = -2t 4 = 4322 =
1 0 5 3 0 5 3 0
2 %
15 15 3

El area solicitada es 23—0 u?.

1.2.5. a) (1 punto) Determinar los extremos relativos de la funcién f(z) = 2% — 42+ 2.
Dibujar la grafica.
b) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la grafica de
f que pasa por el punto p(3,—5)

(Junio 2001)

- Solucién:

a) Para el estudio de los extremos relativos, utilizamos la derivada.

f"(z) =2 > 0. El minimo se da en el punto (2,-2).

La grafica es la parabola que se adjunta en la siguiente figura.
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2

b) La ecuacion de la tangente seréa:

y — f(zo) = f'(zo)(z — o)
Esto es,
b5— (2 —42+2)=R2r0—-4)B—z0)=>x0=1y20=5
Luego los puntos de tangencia son Q = (1,—1) y R = (5,7).
Las rectas tangentes seran:

y+l=="20@-1)=>y=-20+1;yy—7=6(x—5) = y=6x—23

1.2.6. a) (1 punto) Calcular a y b para que las graficas de f y g sean tangentes en
el punto de abcisa =z = 2.
b) (1 punto) Para los valores de a y b calculamos en el apartado anterior,
dibujar las graficas de ambas funciones y hallar la ecuacion de la recta tangente
comun.
c) (1 punto) Para los mismos valores de a y b, hallar el area limitada por las
graficas de las funciones el eje vertical.
(Septiembre 2001)
- Solucién:
a) Debe cumplirse que f(2) = g(2) v f'(2) = ¢'(2).
f2)=3;9(2)=4a+b=3=4a+b f'(z)=22—-2;¢'(z) =2ax = 2=4da=a=5=b=1

Por lo tanto, g(z) = %2 +1

b) Las graficas son las siguientes:
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La ecuaciéon de la tangente comun es:
y=f(2)=f(2)(x —2) = y =2z —1 (es la recta tangente trazada en la figura)

c) El 4rea es la zona sombreada, que vale:
2 2 L, 21 2 L3 2 8
A:/ (z°—2x+3— -z —1)d33:/ (z2* =22+ 2)de = |-a° —a2° 4+ 22| =- =
0 2 0 2 6 6

Por lo tanto el area solicitada vale % u?.

1.2.7. Se considera la funcién real definida por:

1

@) =23

a)(1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto de
inflexion de abcisa positiva de la grafica de f.
b)(2 puntos) Calcular el area del recinto plano acotado limitado por la grafica

de f, la recta anterior y el eje x=0.

(Junio 2002)

- Solucién:

a) Para calcular las abcisas de los puntos de inflexion igualamos a cero la derivada segunda y
resolvemos la ecuacién:
1 21 2(2? + 3)* — 222(2* + 3)2z

23O = g > )= @) -

fz) =

822 —2(x2 +3 622 — 6 !
_ 822 —2(?+3) 6w 3/ (@) =026 —6=0>a’=1sz=1 "

(22 +3)? (22 +3)

La soluciéon x = —1 no es valida por no ser positiva, asi que hay que comprobar si en z = 1 hay

un punto de inflexion:

_ 12z(a? 4 3)% — (622 — 6)3(2? 4 3)%22

f///(x) (xQ T 3)6 = f/”(l) # 0
Luego f tiene un punto de inflexion en 2 = 1; el valor de la ordenada es y = f(1) = i
La pendiente de la recta tangente es m = f'(1) = _1273 = —%
La recta pendiente tiene ecuaciéon t =y = —% = —%(az - )=t=y= —%x + %
b) La recta t y la grafica de f se cortan en z = 1, luego la superficie pedida es:
1 1 1
1 3 1 1 3 3
/ -3 dacz/ —*Ji—Ff—i \/g dx =
0 8 8 x2+3 0 8 8 3 z
() +1
1
11 : 11 1
= ——. 2%+ §x — @ arctan (l) =—=-=+ 3_ @ arctan () =0,01020 u?
8 2 8 3 V3 o 8 2 8 3 V3

El area pedida es 0,01020 u?.

1.2.8. Se considera la funcién real de variable real definida por:
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a) (1 punto) Determinar sus maximos y sus minimos relativos.
b) (1 punto) Calcular el valor de a > 0 para el cual se verifica la igualdad
Jo f(@)dx = 1.

(Septiembre 2002)

- Solucién:
a) Resolvemos la ecucion f/(z) = 0:
T ?+1-—x-20 —22+1

;z:2+1:>f(x): (22 +1)° :(x2+1)2:0:

flz) =

1

:>—x2+1:0:>$:{
Sustituimos en la derivada segunda las soluciones obtenidas:

vy 2w + 1) — (—2® +1)2(2® +1)22
e) = (22 +1)4

f"(=1) > 0 = f tiene un minimo relativo en z = —1
f"(=1) < 0= f tiene un maximo relativo en z = 1
Calculamos las ordenadas de los puntos sustituyendo en f:

r=-lmy=f(-1)= Shr=1=y=f1)=

f tiene un minimo relativo en el punto (—1, 5!) y un maximo relativo en (1, ).

b) Calculamos el valor de la integral definida:

a

a a 1 (e 2 1 1
/ f(z)dz = / T iz = 7/ T dr=-In(@*+1)| ==In(a®+1)
0 0 0 2 2

2 +1 2 2 4+1 0

Resolvemos la ecuacion pedida:
@ 1
/ f(z)dleéiln(a2+1):1¢1n(a2+1):2:>a2+1:62:>a::|:\/6271
0
Como se pide a > 0, debe ser a = ve2 — 1 = 2,528. Por lo tanto a = 2, 528.

1.2.9. Sea f(r) una funcion real de variable real, derivable y con derivada continua

en todos los puntos y tal que:

Se pide:
a) (1 punto) Calcular ¢'(0), siendo g(z) = f(z + f(0)).
b) (2 puntos) Calcular:

i 2@~ fla+ )

z—0 er —1
(Septiembre 2002)

- Solucién:
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a) Aplicamos la definicion de derivada de una funcién en un punto:

4(0) :}£%9(0+h2—9(0) = Iin f(h+f(0));f(0+f(0)) = Iin f(h+1il— f(1) _ (1) =4

Por lo tanto ¢’'(0) = 4.

b) El limite pedido es una indeterminacion del tipo %, luego aplicamos la Regla de L’Hopital.

o 20@)2— fe+ ) o AF@)(f @)~ fle+l)  4-1-3-4

8
z—0 et —1 z—0 et 1

Por lo tanto el limite pedido vale 8.

1.2.10. Calcular los siguientes limites donde (In significa Logaritmo Neperiano):
a) (1 punto)
In(cos 3x)
fm ————~
z—0 In(cos 2z)
b) (1 punto)
lim Vit —+v4d—x
z—0 4
(Junio 2003)
- Solucién:
a)
1 —3sin 3z t
iy €0532) _ 10T _ (1 propital) = 1im —somde_ — gy Son3T _ [0
z—0 In(cos 2x) 0 e—0 =228 550 2 tan 2 0
) 9(1 +tan?3z) 9
— (L’Hopital) = lfm -t 50 _ 2
(L Hopital) 250 4(1 +tan?2z) 4
b)
1 1
Vit z—i- tois  1+%
im Y2 2 _ |9 = (LHopital) = lim 2/ Vs _ita 1
z—0 4o 0 z—0 4 4 8

1.2.11. Sea la funcioén: )
@) = sin x
2 —cosx
definida en el intervalo cerrado y acotado [—27,27]. Se pide:

a) (1 punto) Calcular los puntos de intervalo dado donde f alcanza sus valores
maximo y minimo absoluto.

b) (1 punto) Dibujar la grafica de la funcién en el intervalo dado.

¢) (1 punto) Calcular:
/3 f(x)dx
0

(Septiembre 2003)

- Solucién:

1Este limite se podria haber resuelto también multiplicando y dividiendo por la expresién conjugada del numera-
dor.
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a) La funcion esta definida en el intervalo dado (y para todo nimero real). Puede observarse
que el denominador siempre es > 1.

Es periodica de periodo 27; por tanto, basta con estudiarla en el intervalo [0,27]

Veamos su derivada:

2cosz —1
!/
r=--—
@) (2 — cosx)?
Esta tltima se anulaen x = § y en . = %’T (también en x = § — 27 = —%’r —2m=—%.
Veamos la segunda derivada:
() = —2sinz(1 + cosx)

(2 —cosx)3

Como f"(%) <0, en z = % se da un méximo.

3
Por la periocidad se tendra otro maximo en z = § — 27w = f%’r.
Como f”(3F) >0, en # = 3 se da un minimo.
. . P P . 5
Por la periocidad se tendra otro maximo en z = %f — 27 = —%.

b) Para representarla, ademés de lo anterior puede verse que la funcion corta al eje OX cuando
=0—-2x=0,1ry2m;yenx =—my —27.
En esos mismos valores se dan los puntos de inflexién, pues la derivada segunda se anula en

ellos.

Los valores maximos y minimos son:

T \/g L. . om . —\/§ o
f (5) = 5 méximo; f <3> = —3» minimo

Veamos su grafica:

c¢) La integral es inmediata (para verlo con mas claridad prodria hacerse el cambio de variable
cosx =t).
Se tiene:

5 sinz z 3
/0 mdm =[In(2 —cosz)]§ =1n B

1.2.12. Se considera la funcién:
fay= G2
C dx? 41

a) (1 punto) Calcular las asintotas, el maximo y el minimos absolutos de la

/01 f(x)dx

funcién f(x).
b) (1 punto) Calcular:

(Junio 2004)

- Solucién:
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a) No hay asintotas verticales, ya que el denominador no tiene raices reales.
Veamos si tiene asintotas horizontales:

lim f(z)=1

r—+o0

Por lo tanto la funcion f(z) tiene una asintota horizontal en y = 1.

Veamos su derivada:
4(42% - 1)

F'@) = ey

Tendremos un Méximo en (5!,2) y un Minimo en (1,0).

Si representamos la grafica de la funcion:

b)
/1(2:”_1)2(1 —/1 P P 11(42+1)1—1 Lins
y dzzr1 T, Az 1) T | 2t

1.2.13. Dada la funcién:
fla)=1-a°

a) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el
punto P(a, f(a)), donde 0<a<1.

b) (1 punto) Hallar los puntos A y B en los que la recta hallada em el
apartado a) corta a los ejes vertical y horizontal respectivamete.

c) (1 punto) Determinar el valor de a €(0,1) para el cual la distancia entre

el punto A y el punto P(a, f(a)) es el doble de la distancia entre el punto B
y el punto P(a, f(a)).

(Junio 2004)

- Solucién:

a) Veamos la ecuacion de la recta tangente en a, para ello f’(a) = —2a. Si expresamos dicha

ecuacion:

y— f(a) = —2a(x — a)

Por lo tanto tendremos que y = 1 + a? — 2az.

b) Los puntos A y B tienen coordenadas A(0,1+a?) y B( Lia® 0).

2a

c) El punto P tiene coordenadas P(a, 1 —a?). Veamos como expresamos en términos de distancia

la condicién requerida:

1—a? 1
d(A, P) = 2d(B, P) & a\/1 + 4a? = a“ Vitia? ea® =

O
) Sa=—=-—-

N

2 2

IS}
m
—~
N
—

1.2.14. Sabiendo que una funcién f(z) tiene como derivada:

f(x) = (xz —4)*(2® -8z +7)



1.2. Derivadas y sus aplicaciones 23

a) (1 punto) Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
b) (1 punto) Hallar los maximos y los minimos relativos de f.
c¢) (1 punto) ;Es el punto = 4 un punto de inflexiéon de f?. Justificar

razonadamente la respuesta.

(Septiembre 2004)

- Solucién:

a) Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, vemos las raices de la funcién
derivada y y vemos si en los intervalos de estas raices la funciéon derivada es positiva (lo que se
traduce en que la funcion f es creciente), o negativa (lo que se traduce en que la funcion f es

decreciente).
F(@) = (2 - 0% — 80+ 7) = (¢ — 92z - T)(z — 1)

Por lo tanto = 4 (de multiplicidad 2), y = 1, x = 7 con las raices de f'(z).

[—00,1] = f'(x) > 0 — f(x) es creciente
[1,7] — f'(x) < 0 — f(z) es decreciente
[7,+00] — f'(z) >0 — f(x) es creciente

b)Por lo tanto la funcion f(x) tiene un méaximo relativo en = 1 y un minimo relativo en x = 7.
c)
f'(4)=0
f es decreciente en (1,7) » = En x—=4 debe haber un punto de inflexién

f es continua y derivable

Un solucién alternativa a este apartado hubiera sido aplicando el Teorema de Taylor, de tal
modo que x=4 debe ser un punto de inflexion, ya que f'(4) = f”(4) =0y f"(4) # 0.

1.2.15. Sea la funcién:
20+ 1

flz) = m

a) (1 punto) Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas. b) (1
punto) Dibujar la grafica de la funcién, utilizando la informacién obtenida
en el apartado anterior, teniendo en cuenta ademas, que f tiene exactamente

—1-3 _ 1 _ —1+V3
—5 s T2=35 3 T3 = —5

tres puntos de inflexién cuyas abcisas son z; =
respectivamente.
¢) (1 punto) Calcular el area del recinto limitado por la grafica de la funcion

f, el eje OX, la recta x=0, y la recta x=2.

(Septiembre 2004)

- Solucioén:
a) Para hacer el estudio de méaximos y minimos relativos no fijamos en la derivada, y vemos
donde ésta se anula (en los méximos y minimos relativos la pendiente de la recta tangente es

horizontal, es decir paralela al eje OX).

—6x(z+1)

f'(@) = (22 +2+1)3
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Observamos que el numerador de f’(z) se hace cero en x=-1 y x=0.

[0, —1] — f'(z) <0 — f(z) es decreciente
[-1,0] — f/(z) > 0 — f(x) es creciente
[0, +00] — f'(x) <0 — f(z) es decreciente

= x = —1 es un minimo relativo, y x = 0 es un maximo relativo
Veamos las asintotas:

lim f(x) =

r—+o0
Por lo tanto tenemos una asintota horizontal en y = 0. No hay asintotas verticales, por lo que
x=-1 y x=0 son maximos absolutos de f(x).
b)

¢) Para hallar el drea hacemos la integral, que como podemos obeservar es inmediata :

-1 1* 6
/f :[x2+x+2] 7

1.2.16. Calcular un polinomio de tercer grado p(z) = az3 + bx? + ¢ + d sabiendo que
verifica:
a) Tiene un maximo relativo en x=1.

b) Tiene un punto de inflexién en el punto de coordenadas (0,1).

/Olp(a:)d:v = Z

c) Se verifica:

(2 puntos)

(Junio 2005)

- Solucién:

p(x) =az® +bx? +cr+d p0)=1 d=1
p'(z) = 3a® + 2bx + ¢ P(1)=0 3a+2b+c=0
p"(z) = 6ax + 2b p"(0) =0 b=0

1 4 2 1
ax bz cx 5 a ¢ 5
dp = | — + =+ = =—-=b=0-+_-+1=- 2c=1
/Op(:v)x [4+3+2+ T q T Tl=E g Tate
Resolviendo obtenemos a = —z; b=0; c—% d=1.

1 3
plx) = —gmg + =2 +1



1.2. Derivadas y sus aplicaciones 25

1.2.17. Dada la funcién f(z) = 1 se pide:
a) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a su grafica en el punto
(a, f(a)) para a > 0.
b) (1 punto) Hallar los puntos de corte de la recta tangente hallada en el
apartado a) con los dos ejes coordenados.
c) (1 punto) Hallar el valor de ¢ > 0 que hace que la distancia entre los dos

puntos hallados en b) sea minima.

(Septiembre 2005)

- Solucién:
a)y = %; y = —%; por lo tanto la ecuacion de la recta pedida sera:
1 1
——=—-——(r—-a
y—- el )

b) En el punto de corte de la funcion con el eje de abcisas, x=0. Si sustituimos en la ecuacién
anterior y — % = % =y = % por lo tanto el punto tiene coordenadas A(O,%).

Igualmente, el punto de corte de la funcién con eje de ordenadas, y=0. Si sustituimos en la

ecuacion —+ = — L (z — a) = x = 2a por lo tanto el punto tiene coordenadas B(2a,0).

a a2

¢) Definimos la distancia en funcién de a.

Por lo tanto a* = 1 (con a>0), de lo que obtenemos que a=1.

1.2.18. Dada la funcién: )
x

f(z) =In

rz—1
donde In significa Logaritmo neperiano, definida para x>1, hallar un punto
(a, f(a)) tal que la recta tangente a la grafica de f(x) en ese punto sea paralela

a OX. (2 puntos)

(Septiembre 2005)

- Solucién:
Por la Regla de los logaritmos, obtenemos que f(x) =2Inz — In(z — 1).

Veamos su derivada, y la igualamos a cero:

fay=2-—1_—q

r x—1

Asi obtenemos 2x-2-x=0, por lo tanto x=2 (a=2).

De este modo vemos que el punto requerido tiene coordenadas P(2, In4).

1.2.19. Se considera la funcién: .
e

f(x)zm

a) (1 punto) Calcular los extremos globales y/o locales de la funcién f(x).

b) (1 punto) Determinar el valor del parametro a, tal que:

/Oa fl@)dx = i
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(Septiembre 2005)

- Solucién:

a) Veamos la derivada:
_e’(14e") —e2e”
f(.l?) - (1 + em)g

Igualamos a o:

_ef(14e") —er2e”

flz) = 7o) =0=e"-1=0=2=0

Vemos facilmente que para valores x<0, f'(x)>0, y para x>0, f'(2)<0, por lo tanto x=0 es un

méximo absoluto.
b)

a a
/0 fl@)dx = [_Hlef}oz_l—i-lea—i_;:éll:} l—iea zi:>1+e“:4:>a:1n3
1.2.20. Dada la funcién f(z) = xe?*, se pide:
a) (1,5 puntos) Dibujar su grafica, indicando su dominio, asintotas, intervalos
de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos, intervalos de
concavidad y convexidad y puntos de inflexion.
b) (1,5 puntos) Calcular el area comprendida entre el eje OX y la grafica de

f(z) entre -1 <z <1.
(Septiembre 2006)
- Solucién:

a)Claramente vemos que el dominio de la funcion es todo el conjunto de los ntimeros reales. D(f) =

R. Veamos si tiene asintotas horizontales:

lim ze?z = lm = lim ———=0
T— —00 T——00 2T r——00 —e 2T

Por lo tanto y = 0 es una asintota horizontal en —oo. Por el contrario:

lim ze%® = 400
r——+00

Veamos su crecimiento y decrecimiento con la derivada primera, igualandola a 0.

12 . . . _ 71
Hz) = 27 (1 4 20) = f'(z) <0y por lo tanto f(z) es decreciente si € (—o0,—3)
f'(@) ( )

f'(z) >0y por lo tanto f(z) es creciente  si x € (—3,400)

Tr = —% es un minimo relativo

Veamos los posibles puntos criticos a través de la segunda derivada, igualandola a 0.

(@) = €2 (4 + A7) = {f”(m) < 0y por lo tanto f(x) es convexa si x € (—oo,—1)

f"(x) > Oy por lo tanto f(x) es concava si x € (—1,400)
x = —1 es un punto de inflexién

Veamos su grafica:
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0.5+

-2.5 - =t -1 -0.5 1] 0.5 1 1.5

-0.5

b) Como vemos que la funcién pasa por el centro de coordenadas, pero no es simétrica, hacemos

la integracion en dos tramos:
1 1
2x 2x 2z
re“®dr = —xe™ — —e C
/ 2 4 +

0 1 —2 4 2
P -3 2
Area :/ :Uehdx—l—/ e dr = e et
-1 0 4
1.2.21. Se considera la funcién f(z) = 2? + m, donde m > 0 es una constante.
a) (1,5 puntos) Para cada valor de m hallar el valor ¢ > 0 tal que la recta
tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a)) pase por el origen de coorde-
nadas.
b) (1,5 puntos) Hallar el valor de m para que la recta y = = sea tangente a

la grafica de f(z).

(Junio 2007)

- Solucién:

a)
f@)y=224+m; f'(x) =2z ; fla) =a® +m; f'(a) = 2a

Podemos expresar la ecuacion de la recta tangente: y — a? — m = 2a(z — a). Para que pase por
el centro de coordenadas x = y = 0, por lo tanto a? = m, resultando que a = ++/m.
b) La pendiente de la recta y = x es 1. Igualamos pendientes, teniendo 2a = 1, por lo que a = %

y por lo tanto

1.2.22. Dada la funcién:
f(@) = e (@2 + 1)
Se pide:
a) (2 puntos) Dibujar la grafica de f, estudiando el crecimiento, decreci-
miento, puntos de inflexién y asintotas.

b) (1 punto). Calcular:
1
| s
0

(Septiembre 2008)
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- Solucién:

a) Veamos la grafica:

Vamos a hacer el estudio de la derivadas:
fl(x)=e*(=2?>+2x—1); f(x)=0; (-2 +22-1)=0=2=1
f(x) =e ®(2? — 4z — 3); f'(z) =0; (22 — 42+ 3) =0 = 2 = 1; z = 3 son puntos de inflexion

Podemos ver que z = 1 es un punto de inflexién de la funciéon f(z), por lo que no podremos
decir que es un extremo relativo de la misma.

Ademas el signo de f/(x), nos indica que es siempre negativo para cualquier valor de R, por lo
tanto la funcion es siempre decreciente.

Observando f”(x) podemos concluir:
[—00,1] = f"(z) > 0 — f(x) es concava

[1,3] — f"(z) < 0 — f(x) es convexa
[3,+00] — f"(x) > 0 — f(x) es concava

Podemos ver claramente que la funcién es asintética horizontalmente en y = 0, ya que h’r+n flx) =
T—T00

0. Por el contrario la funcién no posee asintotas verticales.
b) Para resolver la integral definida, resolvemos primero la indefinida y luego particularizamos

en los extremos (Regla de Barrow).
/e_”’:(x2 +1)de="=—e"(2? +1)+ /e_“‘ZIdm =2= ¢ "2 +1)—2ze " =2 "+ C
Por lo tanto la integral pedida sera:

1
/0 fx)de = e *(—a? — 22 — 3)]; =3--

€

1.2.23. Si la derivada de la funcién f(z) es:

f'(@) = (z = 1)*(z - 5)

lIntegramos por partes: u = x2 + 1;dv = e~ %dx; du = 2z;0 = —e ™%

2Volvemos a integrar por partes: u = x; dv = e~ ®dz;du = dz;v = —e ™ ®
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Obtener:

a) (1 punto) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) (1 punto) Los valores de z en los cuales f tiene maximos relativos, minimos
relativos, o puntos de inflexion.

c) (1 punto) La funcién f sabiendo que f(0) = 0.
(Junio 2009)

- Solucién:

a) Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién basta estudiar el
signo de su derivada. Como ésta se anula tnicamente en x = 1, y x = 5, entonces el signo de su
derivada f’(x) permanece constante en los intervalos (infty,1), (1,5), y (5,0), y ademas resulta

ser:
[—00,1] = f'(x) > 0 — f(x) es creciente
[1,5] — f'(x) < 0 — f(x) es decreciente
[5,+00] — f'(z) >0 — f(z) es creciente

b) Del apartado anterior se deduce que f tiene un méximo relativo en z = 1, y un minimo
relativo en x = 5.

Para determinar los puntos de inflexién calculamos la segunda derivada:
(@) =3z -1z -5+ —-1°=(x—-1)*Br—15+2—1) =4(x — 1)*(x — 4)

Como f”(x) se anula tnicamente en x = 1 y en x = 4, entonces el signo de f”(z) permanece

constante en los intervalos (infty, 1), (1,4), y (4,00), y ademés resulta ser:

[—00,1] — f"(x) < 0 — f(x) es convexa
[1,4] — f"(z) < 0 — f(x) es convexa
[4,4+00] — f"(x) > 0 — f(z) es concava

Esto nos indica que la funcién cambia de concavidad en x = 4, donde se encuentra el punto de
inflexion.
c) Para calcular la funcion f basta integrar e imponer que f(0) = 0, para obtener con ello el

valor que ha de tomar la constante de integracion. Luego:

/(x—1)3(x—5)dx—1—/t3(t—4)dt—/(t4—4t3)dt—t;—t4—|—C—2—

:7(96_51)5 —(z-D'+C= (@

De modo que:

—1)5—5(x—1)4+C:(x—1)4(ac—1—5)

c
5 5 -

Imponemos ahora que f(0) =0 y asi obtenemos C:

1Hacemos el cambio de variable = z — 1 =t = dx = dt
2Deshacemos el cambio

+C:O:>C:g
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Y por ello:

1.3. Integrales. Calculo de Areas y Voliimenes

1.3.1. Sean las funciones f(z) = 2 y g(r) = 2*. Determina el area encerrada por las
graficas de ambas funciones y la recta = 2. (2 puntos)
(Junio 2000)
- Solucién:

Vemos que ambas funciones se cortan inicamente en z =0y z = 1.

=28 =2 (x - 1)

Siz € (0,1), la funcion g(x) queda por debajo de f(x), mientras que si z € (0,2), g(z) queda

por encima de f(x). Por lo tanto para hallar el Area encerrada por las dos curvas y la recta = = 2:

1 2 3 471 4 372
1 1 1
A:/x2—x3dx+/ x3—x2dazz{m—x} +[m_w] 27—7+4—§—7+
0 1 B ;. 3 4 3 4

3 4 4 3

3 ,,2

El area solicitada es 5 u”.

2

1.3.2. Sea la funcién f(z) = sinz.
a) (0,5 puntos) Calcular a > 0 tal que el area encerrada por la grafica de f, el
eje y =0, y la recta x = a, sea %
b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la tangente a la grafica de f en el punto
de abcisa z = 7.
c) (1,5 puntos) Calcular el area de la superficie encerrada por la tangente
anterior, la gréafica de la funcién f y las rectas z = 7, v = 3{.
(Junio 2001)
- Solucién:

a) Debe cumplirse que:

e 1 o 1 1 1
sinzdr = - = —cosz|y == = —cosa+cos0=- =cosa= - =>a=
0 2 2 2 2

b) La ecuacion de la tangente sera:

=D = D=5 f() = F 1§ =cos§ =%

Queda,

c) El 4area pedida vale:

3
1

=,

4

(?m - g (% — 1) - sinx) dx = <ﬂx2 - Q (E - 1) + cosx) = ﬂ(7r+4)7\f2
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1.3.3. Sea la funcién f(z) una funcién continua en [0,1] y derivable en (0,1), tal que
f)y=0y fol 2z f'(x)dx = 1. Utilizar el Método de Integracién por partes para
hallar fo x)dzr (2 puntos).

(Junio 2005)

- Solucién:

1=f01\2f/@ = [22f(x —2/f

u dv

/01 flx)de = —=

/2 dz
1 1?42z

Despejando, obtenemos:

1.3.4. Calcular:

(2 puntos).

(Septiembre 2006)
- Solucién:

En este caso se trata de una integral de un funcién racional. Veamos su descomposicion:

1 A B 1
_—_—— Azf'B:—f
2+ 2z x+x+2:> 2’

De este modo tenemos la integracion inmediata de dos funciones sencillas:

2 2
dx 1 1 3
Y |Zhr—-ln(z+2)| =lny/2
/1 2 + 22 [2 na— 5o+ >] n\[z

1

1.3.5. Dada la funcién:

2
x4 —12
Ay
calcular el area de la regiéon acotada encerrada por su grafica y el eje OX. (2
puntos).
(Junio 2007)
- Solucién:

2 —12

fo) =71

—0=2=42V3

Veamos el area:

d
||

El area solicitada es 16” — 44/3 42

23
= ‘x78arctan£‘ (167T 4\/5)
rl-2v3 3

1.3.6.

a) (1,5 puntos) Para cada valor de ¢ > 0, calcular el area de la region acotada
comprendida entre la grafica de la funcion:

1
fz) = ca* + Exz +1
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el eje OX y las rectas x =0, z = 1.
b) (1,5 puntos) Hallar el valor de ¢ para el cual el area obtenida en el apartado

a) es minima.

(Junio 2008)

- Solucién:

a) Como f(x) no se anula en el intervalo [0,1], el 4rea pedida es fol f(z)dz.

1 1 1
1 c 1 . c 1
doe — 422 Vg S5 18 _c. 2ty
/Of(:z:)x /0(cz +cx+>x £ +3Cx +:L'0 5+3c+
El area es:
crl
5 3¢
b) Llamamos:
c 1 1 1 )
Alc)= -+ —+1;A(c)=0=- - —=0=5=3" = :i\/7
(=5t 140 5 32 cTe 3

Como el enunciado pide ¢ > 0, s6lo estudiamos con A” la solucién positiva.

2 5 5
" " 9 . P _ Y
A(c)——303—0:>A <\/;>>O:>Atleneunm1n1moen0—\/;—1,291

Por lo tanto ¢ = 1,291

1.3.7. Calcular la integral:
F(x) z/ te~tdt
0
(2 puntos).

(Junio 2009)

- Solucién:

Comenzamos calculando la integral indefinida por partes:

I= /th‘tdt = —te! +/te_tdt
uw=1? = du=2tdt
dv=e"tdt = v=[eldt=—e"
Volvemos a integrar por partes:
I=—t?et4 /te*tdt = —t?e 142 <tet + /etdt) =ttt —2tet -2+ C
u=t=du=dt
dv=etdt = v=[etdt=—e"

Resolvemos la integral definida:

F(z) == / t2e7tdt = —t?e™t — 2te™t — 26725]?; =% —2ze”" — 2" + 20 =
0
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