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actualizada en la pagina:
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Capitulo 1

Analisis

1.1. Funciones y continuidad

1.1.1. Representar graficamente la funcién

$2

5
— 9.3 _ _ —
f(z) =2z 5~ Tt 5

;. Cuantas raices reales positivas tiene este polinomio?

(Septiembre 00)

- Solucién:
Para poder representarla vamos a estudiar su derivada. Tenemos que

fl(x) =62% —x —1

Igualando a cero resulta:

1+y1+24 1+5 | 122
12 12 4 1

622 —2—-1=0=— 2 =

Construimos una tabla para estudiar el signo de la derivada y conocer asi donde

crece y donde decrece y sus méaximos y minimos.

ESHIEHIED

622 —x —1 + — +
/ N /




2 1. Andlisis

En consecuencia:

Crece L U L +
- Crece — [ —oco. —= -
00, —3 5> T00
11
- Decrece — (—,)
32

1
- Maximo — (— 7)

3718
1 41
- Minimo — | =, ——
2° 216
También es obvio que lim f(x) = —oco y que h’rf_l f(z) =+o0

Podemos hacer una tabla de valores para afinar la representacion, pero aqui no la

pondremos.

La grafica resultante podemos verla en la figura 1.1

2

5
Figura 1.1: Representacion grafica de la funcion f(z) = 223 — % —x+ >

Para ver la ultima parte del ejercicio usaremos el Teorema de Bolzano. Sabemos
que como mucho tendra tres raices reales (pues es un polinomio de grado 3) y por los

datos recabados con anterioridad y mirando la grafica las raices estaran en los intervalos

1 11 1
<oo, 3> , (3, 2> y (2, +oo> . Es evidente que hay una positiva garantizada (la
contenida en el ultimo intervalo) y otra negativa (en el primero). Veamos que ocurre
con la otra. Nos basaremos en el teorema de Bolzano para ir tanteando y comprobando

donde esta.

5 1 41
Tenemos que f(0) = o7 > Oy f <2) =51 < 0. Por tanto la tercera raiz se

1
encuentra en el intervalo (O, 2) y es positiva.
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1.1.2. Representa la grafica del polinomio
f(z) =223 + 322 — 0'2

;. Cuantas raices reales negativas tiene este polinomio? ;y cuantas
positivas?
(Junio 01)

- Solucién:

Vamos a hacer un breve estudio del polinomio para su representacion:
- Domf =R — Como en todos los polinomios.

- Simetria — No tiene.

- Continuidad — Continua en todo R.

- Asintotas — No tiene, como le ocurre a todos los polinomios.

- Corte con los ejes:

e Eje X: Al ser un polinomio de grado 3 puede cortar al Eje X en un méaximo
de tres puntos. Vamos a orientarnos donde estaran usando el teorema de

Bolzano.
o f(=2)=—16+12—-0'2<0
o f(-1)=—2+3-02>0
o f(0)=-02<0
o f(1)=2+3-02>0
Por tanto corta en un punto entre (—2,—1), en otro entre (—1,0) y en otro
entre (0, 1).
e Eje Y: (0,-02)

- Vamos a estudiar la derivada:
f'(z) = 62 + 62
Esta derivada se anula en x = 0 y en = —1. Por tanto:

| (—00,~1) | (=1,0) | (0, +00)
+
/!

622 4 62 +
/! N

De aqui deducimos que:
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e Crece — (—o0, —1) U (0, +00)
e Decrece — (—1,0)
e Méaximo — (—1,0'8)

e Minimo — (0, —0'2)

Su representacion grafica podemos verla en la figura 1.2

Figura 1.2: Representacion grafica de la funcion f(z) = 223 + 322 — 0'2

La respuesta a las preguntas finales ya la hemos hecho cuando realizamos el estudio

del corte con el Eje X, es decir, hay dos raices negativas y una positiva.

1.1.3. Enunciar el teorema de Bolzano. Calcular, con un error menor que

una décima, una raiz positiva del polinomio z3 + 2 — 1

(Septiembre 01)
- Solucién:
La parte de teoria podemos encontrarla en cualquier libro.
Para buscar la raiz positiva que nos piden vamos a tantear utilizando el teorema
de Bolzano. Nuestra funcién es f(x) = 2% + x — 1 y es facil observar que la funcién es
continua en todo R, y por tanto, lo es en cualquier intervalo que cojamos. También se
cumple que:

fO)=-1yf1)=1
Vamos a comenzar a tantear para “acorralar” la raiz.
= f(0'5) = —0'375 < 0 = La raiz esté en el intervalo (0’5, 1).
= f(0'7) = 0043 > 0 = La raiz est4 en el intervalo (0'5,0'7).

s f(0'6) = —0'184 < 0 = La raiz esta en el intervalo (0'6,0'7).
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La raiz, con un error menor que 0’1 esta contenida en el intervalo (0'6,0'7). Valdria

cualquiera, pero parece que por el valor que toma la funcioén en él podiamos tomar 0'7.

1.1.4. Enunciar el teorema de Bolzano y determinar si el polinomio

2% — 422 — 1 tiene alguna raiz real negativa.

(Junio 03)
- Solucién:
El teorema podemos encontrarlo en cualquier libro.
Vamos a aplicar el mismo para comprobar que la funciéon tiene, al menos, una raiz
negativa.
Este hecho es evidente, pues basta con comprobar que la funciéon toma valores de

distinto signo en —5 y 0.
- f(-5)=625—-100—1 > 0.
- f(0)=-1<0.

Luego, segin el teorema de Bolzano, como f es continua en [—5, 0] y toma valores

de signo contrario en —5 y 0, entonces existe un ¢ € (—5,0) en el que f(c) = 0.

1.1.5. Enunciar el teorema de Bolzano y usarlo para probar que la ecua-

cion = = cosx tiene solucién positiva.

(Septiembre 04)

- Solucién:
El teorema de Bolzano puede encontrarse en cualquier libro.
Pasamos a la segunda parte.
Consideramos la funcion f(z) = cosz — x. Evidentemente su dominio es todo R y

es también continua en todo su dominio. Ademas:
» f(0)=1-0=1>0
s f(1)=cosl —1=01999847 — 1< 0

Por tanto, esta funcion cumple las hipotesis del teorema de Bolzano, y segun el
mismo, tiene que tener una raiz en el intervalo (0,1), y por tanto positiva.
Si no queremos apurar tanto podemos tomar x = 2,3,--- en lugar de x = 1, pues

como el coseno esta comprendido entre —1 y 1, al restarle la x elegida dara negativo.
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1.2. Derivada y sus aplicaciones

1.2.1. Determinar el dominio de definicién de la funcién f(z) =z — In (z? — 1)
y representar su grafica, calculando los intervalos de crecimiento

y los extremos (méximos y minimos relativos).

(Junio 00)

- Solucién:
La funcién no existira en los puntos en los que 2 — 1 < 0. Vamos a ver donde

ocurre. Para ello vamos a hacer una tabla con los puntos de corte.
2’ —1=0=z=+1
La tabla queda:

| (—oo,~1) | (=1,1) | (1, +00)
2?2 -1 ‘ + ‘ - ‘ +

Luego el dominio de la funcion es Dom f = (—oo, —1) J (1, +00).
Vamos a estudiar su derivada:
2x 2 —1—2z x2—2r—1

) =1- " = -

x22—-1  z2-1 2 -1

Vamos a estudiar su signo. Para ello vamos a igualar la derivada a cero y tendremos
en cuenta el dominio antes calculado y construiremos una tabla.

2_92p—1 24+/4+4 2448
Lo == t4_2+V8_ L 5

x? -1 2 2

La tabla quedaria:

| (o0, =) | (=1,1) | (1L,1+V2) | (1+ V2, +x)
+ No existe — +
/ N /

2 —2r—1
2 —1

Luego la funcién:
- Crece — (—o00, —=1){J (1 + v/2, +00)
- Decrece — (1, 1+ ﬁ)

Hay un minimo en (1 +V2, 0.84). Para aproximar més es bueno hacer una tabla
de valores, que aqui no haremos. También es evidente que en © = 1y en x = —1 hay

asintotas verticales, pues las tiene el logaritmo.
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-z=1— lim f(z) =400 (Por la izquierda no existe).

r—1

-z=-1— lim f(x)=4oco0 (Por la derecha no existe).
r——1—

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.3.

Figura 1.3: Representacion grafica de la funcion f(x) =« —In (x2 - 1)

1.2.2. Definir el concepto de derivada de una funcién f(r) en un pun-

to z =a, y explicar su relaciéon con los maximos relativos de la

funcion.

(Junio 00)

- Solucién:
La solucion de este ejercicio puede verse en cualquier libro.

1.2.3. Calcular la derivada en el punto = = 1 de la funcién f(z) = z~/?Ina.

(Septiembre 00)

- Solucién:
Vamos a calcular la derivada y después sustituiremos x = 1 en la funcion obtenida.

1 1
i) = —=273 lnz + 2~ /2=
2 T
Sustituyendo obtenemos:

1
f'a) = -5 17321417121 =1
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1.2.4. Dadas las funciones f(z) = 2> + 7 y g(z) = senx + cosz, calcula la

derivada en z = 0 de las funciones f(g(z)) y g(f(z)).

(Junio 01)

- Solucién:
Tenemos dos formas de resolver este ejercicio. La primera consiste en calcular las
composiciones requeridas y posteriormente derivar, y la segunda en derivar aplicando

la regla de la cadena. Veamos la primera en ambas funciones:

f(g(x)) = (senx + cosx)? + 7 = sen’x + cos’x +2senxcosr + 1 = sen2x + 7 + 1
—_————
1

Si derivamos esta expresioén tendremos:
[(fog))' (z) = [f(g(x))]" = 2cos2z

Sustituyendo en z = 0 resulta:

[(fog)]" (0) = 2
Por otro lado, la otra composicién nos daria:

g(f(x)) = sen(z® + 7) + cos(x® + )
Derivando obtenemos:
[(gof)] (z) = 2zcos(z? + 7) — 2xsen(x? + )

Subtituyendo en z = 0 el resultado obtenido es:

[(gof))' (0) =0

Veamos ahora el otro método para la resoluciéon del ejercicio. Lo haremos a modo

de ejemplo s6lo en el primer caso. Segun la regla de la cadena
[(fog)]' (z) = f'(g(x)) - ¢/ (x) = 2(senz + cosz)(cosz — senz)
Si sustituimos en x = 0 nos quedaria:
(fog)]" (0) = 2(sen0 + cos0)(cosO — sen0) = 2

Obtenemos, obviamente, el mismo resultado.
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1.2.5. Entre todos los rectangulos de area dada ;cual es el de perimetro

minimo?

(Septiembre 01)
- Solucién:
Vamos a buscar una funcién a minimizar (que dependera en un principio de dos

variables) y una igualdad que ligue las variables. En nuestro caso son:

%_2%24-214
x x

2x +
(1)

P(z,y) = 22+2y | = P()
A

8

Vamos a derivar la funcién obtenida:

Az -z — (227 + 24)
= 2

422 — 222 — 24 B 222 — 24

P'(z) 2 2

€T T x

Igualando la derivada a cero obtenemos:

222 — 24

S =0=2" - 2U=0==A=o=2VA

De las dos obtenidas solo vale la positiva. Vamos a calcular la segunda derivada

para ver que hay un minimo.

Ax-a® - 2x(22® —24)  4x’ — 42’ + 44z 4Ax

P// (:L') 1 I

€T €T

Sustituyendo el valor de x obtenido tenemos:

P (V) = o

luego hay un minimo. Sustituyendo z = v/A en (1) podemos calcular y.

A
VA

Se trata por tanto de un cuadrado de lado v/A.

xz\/Z:>y= :\/Z

1.2.6. Definir el concepto de derivada de una funcién f(z) en un punto

x = a y explicar su relaciéon con el crecimiento de la funcién.

(Junio 02)

- Solucién:

La respuesta puede encontrarse en cualquier libro.
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1.2.7. Representar la grafica de la funcién f(z) = 2z + (22)~!, determi-

nando los intervalos donde es creciente.

(Junio 02)
- Solucién:
» o 1 42241
Nuestra funcién podemos ponerla f(x) = 2z + (2z)™* = 2z + = o
x x

Vamos a buscar algunos datos para poder representarla.
Es evidente que el dominio de la funcion es Domf = R — {0}. También es obvio
que tiene una asintota vertical en x = 0, que no corta al eje X, ni al eje Y.

Vamos a estudiar la derivada.

Flz) = 8z - 2x — 2 (422 + 1) _ 1622 — 822 — 2 _ 8% — 2
422 42 42

Igualando a cero tenemos:

8x2 — 2 9 1 1
—_— = —2: 2:7 ::I:f
122 0= 8 0=u=x 4:>x 5

Vamos a estudiar el signo de la derivada para especificar donde crece y donde
decrece, asi como los maximos y minimos, si los tiene.
| (=00,-1/2) | (=1/2,0) | (0,1/2) | (1/2,4o0)
+ - - +
/ N N /

8r2 —2
42

Para afinar la representacion puede hacerse una pequena tabla de valores, viendo

la representacion en la figura 1.4.

Figura 1.4: Representacion gréfica de la funcion f(z) = 22 + (22)7!
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En cuanto al crecimiento y decrecimiento, asi como del estudio de la derivada,

concluimos:
- Crece — (—00,—1/2) U (1/2, +00).
- Decrece — (—1/2,0) U (0,1/2).
- Méaximo — (—1/2,-2).
- Minimo — (1/2,2).
1.2.8. Representar la grafica de la funcién f(z) = 2® + 272, determinando
sus extremos (maximos y minimos relativos).
(Septiembre 02)

- Solucién:

Nuestra funcién escrita en forma de fraccion es:

Es evidente que su dominio es Domf = R—{0}. Ademas la funcion es impar, pues:

—z)84+1 a%+1 6+1
((90_)96)3 :x_x?, :7$$3 =—f(z)

fl=a) =

Vamos a ver los puntos de corte con los ejes:

- Eje X — Hacemos y = 0.

28 4+1

3 =0=—= 2%4+1=0= No corta.
T

- Eje Y — Hacemos = = 0. En este caso no corta, pues x = 0 no pertenece al

dominio.

Vamos a calcular la primera derivada para hallar los méximos y los minimos.

, 6252 =327 (2% +1) 628 —32% — 322  32® — 322

y = = =
6 z6 6

Si igualamos a cero resulta

328 — 322

—— =0=32"-3"=0=3"(2"-1) = 0=
x

x = 0 = No pertenece al dominio.
2 -1=0=20=1= 2 =41
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Vamos a estudiar el signo de la derivada y asi podemos decidir los méaximos y
minimos.

| (—o0, 1) | (=1,0) | (0,1) | (1,00)

— + — — +
x
/ N\ N\ /

De aqui deducimos que la funcién tiene:

- Un méximo en el punto (—1,—2).

- Un minimo en el punto (1, 2).

Es fécil observar que la funciéon tiene una asintota vertical en la recta z = 0 y que
no tiene asintotas ni horizontales, ni oblicuas.

Puede hacerse una tabla de valores para afinar més la representacion gréfica, pero

no la haremos aqui. La representacion grafica pedida podemos verla en la figura 1.5.

Figura 1.5: Representacion grafica de la funcion f(z) = 2% + 273

1.2.9. Enuncia la regla de L’Hépital y calcula el limite
lim 1 — cos(2mx)
a1 (1)
(Septiembre 02)
- Solucién:

La parte teérica de la pregunta puede verse en cualquier libro. Vamos a resolver el
limite.

1-— 2
ltm Lo c0s@mn) [0} o Frsen(@re) O] 2ricosmn) g
r—1 (x_l)Q O r—1 Z(x_l) 0 r—1 1
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1.2.10. Representar graficamente la funcion f(z) = e* — ez, determinando
sus extremos relativos (maximos y minimos relativos). ;Existe
algtn valor de = en que f(x) sea negativo?

(Junio 03)

- Solucién:

Vamos a empezar, como siempre, por ver su dominio.

- Es evidente que el Domf = R.
- Veamos ahora los cortes con los ejes:

e Eje X. — Hacemos y = 0.
e —er=0—=¢e"=ex=—=2a=1
e Eje Y. — Hacemos = = 0.

f0)=1
- Vamos a realizar la derivada, la igualaremos a cero y la estudiaremos la misma.
fr)=e"—e=0=¢c"=e=x=1
| (=00, 1) | (1,00)
- +
N\ /!

e€” —€

También se puede observar de forma sencilla que no va a tener asintotas.

Figura 1.6: Representacion grafica de la funcion f(z) = e* — ex
Para afinar la representacién vamos a hacer una tabla de valores:

x\ 1 01 2 3
y|300 1 0 195 11.93
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La representacion grafica podemos verla en la figura 1.6.
En cuanto al interrogante que nos hacen la respuesta es evidente viendo la grafica,
pero también puede razonarse si tenemos en cuenta que tiene un minimo en el punto

(1,0). La respuesta obvia es no.

1.2.11. Determinar una recta tangente a la parabola y = 2 — 22 que sea

paralela a la recta de ecuaciéon 2x + y = 4.

(Junio 03)

- Solucién:

Como es paralela a la recta 2z + y = 4 la ecuacién de la recta que buscamos tiene
que ser de la forma 2x + y = k y de aqui deducimos que su pendiente tiene que ser
m = —2.

2 una recta tangente con pendiente

Vamos a ver donde tiene la funcién y = 2 — z
m = —2.

meyg = f(z)=-22=-2=u2=1

Luego el punto en el que se produce la tangente es f(1) =2—-1=1= (1,1).
Por tanto, para calcular k basta con sustituir el punto en la ecuacion de la recta
22 +y=k.
2r+y=ken(l,1) =24+1=k=k=3.

Luego la recta buscada es
20 +y=3

1.2.12. Con un alambre de dos metros se desea formar un cuadrado y
un circulo. Determinar el lado del cuadrado y el radio del circulo

para que la suma de sus areas sea minima.

(Septiembre 03)

- Solucién:
Para plantear el problema buscamos una funcién a minimizar (que estara en funciéon

de dos variables) y una ecuacuén que ligue las variables. Estas ecuaciones son:

A(l,7) = 1> + mr? = Ecuacién a minimizar.

4l + 27r = 2 = 2l + mr = 1 = Ecuacién que liga las variables.

Vamos a despejar [ en la tltima ecuacién, resultando:

l:1—7rr
2

(1.1)
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Sustituyendo en la primera tenemos:

1—7r\? 9 14 72r2 = 277 9 14 72r? — 277 + 4mr?
A(T): D) +m :fﬁ-ﬂ'T = 1

(7 +4m)r? = 2mr 4 1
4

Derivando la expresion obtenemos:

(P2 +4m)r — 7

Al(r) = 5

. [2(71'2 +4m)r — Zﬂ'] =

N

Igualando a cero resulta:

2 4 _
w:0:>(7r2+47r)7"—7r:0:>(7r2+477)r:7r:>
= (r+4d)r=1=r= !
i r= r=g

Si hacemos la segunda derivada resulta:

w2 4+ 4x

A'(r) = 5

> 0 para cualquier valor de r.
En consecuencia para el valor de r que nosotros hemos calculado la funcién tiene

un minimo.

Vamos a calcular [ sustituyendo en la igualdad (1.1).

_lomea 1o atd-x 4 2

2 2 m+8  2m+8 a+d

1.2.13. Determinar en qué puntos es negativa la derivada de la funcién

flx) =e*z~2.

(Septiembre 03)

- Solucién:

. e’ .
Nuestra funcion es f(x) = — - Su derivada por tanto sera:
x

ex? — 2we®  xe®(x — 2)
f/(fE) = 4 = 4

T T

Vamos a estudiar su signo. Calculamos para ello las raices del numerador y del

denominador.
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- Raices del numerador:

z = 0.
ze®(x —2) =0= (¢ €% =0 = No tiene solucion.
T—2=0=2=2.

- Raices del denominador:
4

" =0=2z=0.
Con los valores obtenidos construimos una tabla para estudiar el signo de la deri-

vada.
| (—00,0) | (0,2) | (2, +00)
ze®(x — 2) ‘
4

-]
Por tanto es negativa en el intervalo (0, 2).
1.2.14. Determinar el mayor area que puede encerrar un tridngulo rec-
tangulo cuyo lado mayor mida 1 metro.
(Junio 04)

- Solucién:

La figura 1.7 nos muestra la idea.

Figura 1.7: Vision gréfica del problema

Nosotros iremos moviendo la hipotenusa (lado mayor) haciendo variar z e y.
Necesitamos pues una funcion a maximizar (el area) y otra que ligue las dos varia-

bles. Dichas ecuaciones son:

Az, y) = % (Funcion a maximizar)

2?2+ y? =1=y=+/1- 22 (Ecuacién que liga las variables)
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Por tanto, si sustituimos la y en la primera funcién obtenemos:

V-2 1
A(w):%zi-xw/l—x?

Vamos a derivar para ver los puntos que anulan dicha derivada. Entre estos valores

se encuentran los maximos y los minimos.

A'(ac)z1 1—a22+ x'(—zﬂf)}:;{lng;\/ii;

2 Z-V1— a2
Igualando esta expresion a cero tenemos:

1 — 222
2v/1 — z2

Para ver que tenemos en ese punto un maximo vamos a estudiar el signo de la

1 2
=O:>—21‘2+1=O:>2x2=1:>x2:§=>x=§

derivada a ambos lados del ntmero.

1
Tenemos que A’(0) = 3> 0y A(0'8) =
En conclusién tenemos que:

—0'28
12

< 0 y por tanto hay un maximo.

1.2.15. Si la grafica de una funcién f(z) es:

y=f(x)

representar aproximadamente la grafica de la derivada f'(z).

(Junio 04)

- Solucién:

Observando la grafica tenemos que la funcién tiene las siguientes caracteristicas:
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- Crece en (—oo0, —1) U (1,400) — Luego ahi f'(x) > 0.

- Decrece en (—1,1) — Luego ahi f'(z) < 0.

- Tiene un maximo en (—1,1) = f’(-1) = 0.

- Tiene un minimo en (1,—1) = f/(1) = 0.

- Es convexa en (—00,0) = f"(x) < 0 = [’ es decreciente en (—00,0).
- Es concava en (0,+00) = f”(x) > 0 = f’ es creciente en (0, +00).

- Hay un punto de inflexién en x = 0 como conclusién de los puntos anteriores,

por tanto tiene un minimo en x = 0.

Con todos estos datos tenemos que la gréafica podria ser la que vemos en la figura
1.8.

y=F(x)

Figura 1.8: Representacion aproximada de la funcién buscada
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1.2.16. Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 9 litros de
volumen y tal que un lado de la base sea doble que el otro.
Determinar las longitudes de sus lados para que el area total de

sus 6 caras sea minima.

2x

(Septiembre 04)

- Solucién:
Queremos minimizar el area total. Dicho area es la suma de las areas de las seis

caras. En el figura 1.9 podemos ver que este area es:

Figura 1.9: Visién grafica del ejercicio

Az, h) = 2.(22.h) + 2.(h.x) + 2.(22.7) = 4zh + 2zh + 42* = 42? + 6zh
Para ligar las variables tenemos el volumen que cumple

9
V=A, -h=2za2h=202h=9=— h=——
212

Por tanto la funcién area queda:

3.9 27 4x3 427
A(m):4x2+§x/—=4$2+f:7x+
Pt x x

Si derivamos tendremos:

12222 — (423 +27)
B 2 2 T

1223 — 423 — 27 _ 8x3 — 27 _
= 5 =

Al(x) 0
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20
Por tanto, la derivada se anula cuando 8z3 — 27 = 0. De aqui deducimos que:
2
=9 —7 = § dm
8 2

8933—27:0:>851:3:27:s953:§
Si estudiamos el comportamiento de la derivada en puntos proximos al obtenido

vemos que se trata de un minimo.

-19 37
A= —<0yA2)=—>0
1 4
En conclusién tenemos que x = 3 = h= 9 = 36 =2 dm.
2 59 18
4

Y estos eran los valores buscados.

1.2.17. Determinar los puntos de la curva plana y> = 2z en que la recta
tangente es perpendicular a la recta y + 6z = 0.
(Septiembre 04)

- Solucién:
La curva de la que hablamos tiene ecuacion y° = 22 = y = V2zx = (2:(:)%. Por
otro lado tenemos que la recta es y + 6x = 0 —= y = —6z = m = —6.
-1 1

De aqui deducimos que la perpendicular tiene por pendiente m;; = — 5

Vamos a ver en que puntos tiene la curva pendiente 5 Para ello derivamos la

funcion y la igualamos a 5

1 2
r_ = —2/3 o _ _
Y —3(237) .2—334$2—mtg

2 1

= =3Vl =12= Vil =4 =4’ =64 =2 =16 =z = +4
3V4ax?

Por tanto, los puntos buscados son Pj(4,2); Py(—4, —2).
1.2.18. Hallar la derivada en x = 0 de la funcién f(f(z)), donde f(z) = (1 + x)~*

(Junio 05)
- Solucién: . )
Tenemos que f(z) = (1+x)~! = Ttz = f/(x) = (14:730)2
1

=Ly que f'(1) = —.

Es obvio que f(0) =1, que f(0)
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Aplicamos la regla de la cadena:

1.2.19. Representar graficamente la funcion f(z) = z—2senz en el interva-
lo —7 < < w, determinando sus extremos (maximos y minimos
relativos).

(Junio 05)

- Solucién:
Tenemos la funcion f(x) = x — 2senx en el intervalo —7 < x < 7

Es obvio que el dominio de esta funcion es todo R. También es evidente que no hay

asintotas. Vamos a estudiar la derivada:

1
f’(m):1—2003m:02—2casx=—1:>cosm:§zaczgyx:—g
(o) (53 [ G
-, =5 T 90 9 o0
3 3 3 3
1 — 2cosx + — +
/ N\ /!
De este estudio deducimos que hay un maximo en x = —% y un minimo en x = T

Para representarla tendriamos que hacer una tabla de valores:

zlo 2 -2 3 -3 —a/3 x/3
y|0 018 —0'18 271 -271 068 —0/68

Su representacion grafica serfa:

Méximo

Minimo

f(x)=x-2.senx
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1.2.20. Enunciar el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial.
Usarlo para demostrar que para cualesquiera niimeros reales

z < y se verifica que cosy — cosx <y — x.

(Septiembre 05)

- Solucién:
El enunciado del teorema puede encontrarse en cualquier libro.
Vamos a considerar la funcion f(z) = cosx que es obviamente continua y derivable

en todo R, y por lo tanto lo sera en cualquier intervalo [z, y]. En consecuencia:

COSY — COST
y—
Ahora bien, f'(z) = —senz = f'(c) = —senc = f'(c) < 1.

De aqui deducimos lo que queriamos:

ee(zy) / flo)=

COSY — COST
y—x

<1=cosy—cosx <y—=x

1.2.21. Hallar la derivada en el punto x = 0 de la funcién f(f(z)), donde

f(z) = senz.

(Septiembre 05)

- Solucién:

Vamos a realizar la derivada por la regla de la cadena:
[(fof)]' (0) = f(£(0)) - f'(0) = cos(sen(0)) - cosO = cos0 - cos0 =1-1=1

1.2.22. Calcula
14z —€"
lim

z—0 sen2x

(Junio 06)
- Solucién:
Vamos a resolver el limite por la regla de L’Hépital.
i 1+x—¢€" 0 , 1—¢€" i 1—e” 0 i —e® -1
m —- = — = l1im —- = m = — = |lilm e —
z—0  sen2x 0 z—0 2 senx cost  =—0 sen2x 0 z—0 2c082x 2

1.2.23. Define el concepto de maximo relativo de una funcién f(z) y

enuncia su relaciéon con las derivadas sucesivas de f(z).

(Junio 06)
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- Solucién:

Es una pregunta teérica que puede encontrarse en cualquier libro.

1.2.24. Dada la funcién
senz + sen(x + 1)

fz) =

cosx — cos(x + 1)
en el intervalo 0 < z < 2, calcula su derivada, simplificAndola en

lo posible. ;Es constante esta funcion f(z)?

(Septiembre 06)

- Solucién:

Vamos a calcular la derivada que nos piden.

) = [cosz + cos(x + 1)] - [cosz — cos(x + 1)] — [senx + sen(x + 1)] - [—senz + sen(z + 1)] _
[cosz — cos(x + 1)]?
cos’x — cos®(x + 1) + sen®x — sen?(x +1) 1-1 B
[cosz — cos(x + 1)]? [cosz — cos(x + 1)]?

De esto deducimos que la funcion es constante, pues su derivada es cero para

cualquier valor de x.

1.2.25. Calcula las asintotas y determina los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de la funcién f(z) = (1 + 2?)"'z. A partir de los

resultados obtenidos, dibuja la grafica de la funcion f(x).

(Septiembre 06)

- Solucién:

Nuestra funcién es f(x) = 5- Es evidente que su dominio es todo R, pues no

14+ =z
se anula el denominador.

Vamos a hallar las asintotas.

- Asintotas verticales: Como no se anula el denominador no hay asintotas vertica-

les.

- Asintotas horizontales:

T
lim ——= =0.
* a:~1>+oo 14+ 22

—X

=0.

o lim —— = lim
e——co 1 + 22  a—too 14 22

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal tanto en +o00, como en —oo.
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- Asintotas oblicuas: Al tener asintotas horizontales no tiene oblicuas.

Vamos a estudiar su derivada:

f,(x)71+x272x.x71+x272x2 - —z2 +1
TR S R s CR (R

Veamos para que valores se anula la derivada:

|

_ 2 _ 2 _ _

Estudiemos su signo para ver el crecimiento y el decrecimiento:
| (oo, =1 | (=1,1) | (1, +00)

-7 +1
(14 22)2

+ —
N\ / N\
De aqui deducimos que:

- La funcion crece en el intervalo (—1,1).

- La funcion decrece en (—oo, —1) U (1, 400).
S - 1
- La funcién tiene un maximo en el punto | 1, 3):

1
- La funcién tiene un minimo en el punto <1, 2).

- También es evidente que corta a los ejes en el punto (0,0).

Por tanto su representacion grafica la podemos ver en la figura 1.10.

x
1422

Figura 1.10: Representacion gréfica de la funcion f(z) =
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1.2.26.
a) Enuncia la regla de la cadena para derivar funciones compuestas.

b) Dada la funcién h(z) = e***(/(*) calcula el valor de su derivada en
x =0, sabiendo que f(0)=0y f'(0) =1.

(Junio 07)
- Solucién:
a) Es una pregunta teorica que puede encontrarse en cualquier libro.

b) Aplicando reiteradamente la regla de la cadena tenemos que:

W (z) = U@ [sen(f(x))] = e>"V ) - cos(f(x)) - f'(2)

Por tanto:

1.2.27. Determina los puntos de la parabola y = 22 que estan a minima
distancia del punto P = (0,1).

(Junio 07)
- Solucién:

Los puntos de la pardbola tienen la forma genérica Q(x,x?). La distancia de P a

Q sera:

d(PaQ):g(x):\/372+($2—1)2=\/3324-3?4—2332—!-1:\/x4—x2—|—1

Vamos a ver donde es minima esa distancia.

@) 423 — 2z 223 — 0 —s
€Tr) = = =
g Wt =222 4+1 Vrt—222+1
x=0
:>2x3—x:02x(2x2—1):0:> V2
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Vamos a estudiar el signo de la derivada para ver donde la distancia es minima.

()| ()| (2 (5)

_wow _ n _ n
vVt —2z2 +1
N\ / N\ /

2 21 2 1
En ﬂ:g hay minimos. Luego los puntos buscados son Py (—\2[, 2) y Py ({, 2) .

1.2.28.

a) Enuncia el Teorema de Rolle.

b) Prueba que la funcién f(z) = 23 + 22 — x — 1 satisface las hipétesis en
el intervalo [—1,1] y calcula un punto del intervalo abierto (—1,1) cuya

existencia asegura el Teorema de Rolle.

(Septiembre 07)
- Solucién:
a) La parte teorica puede encontrarse en cualquier libro.
b) Vamos a empezar por ver que se cumplen las hipotesis:

- Obviamente es continua en [—1, 1], pues es un polinomio.
- Por la misma razén sabemos que también es derivable.

- También se cumple la tercera premisa
f-D) =12+ (-1 = (-1)—1=-1+1+1-1=0

f=1P*+1)?*-1)-1=14+1-1-1=0

En consecuencia se cumple el teorema. Vamos a encontrar el punto donde

la derivada vale cero:

fl(x) =32 4+22 —1=0

2 1
xr = = =
6 6 r=-1
1
Luego el punto buscado es z = 3 € (—1,1), ya que z = —1 no esta en el

interior del intervalo.
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1.2.29. Para la funcién f(z) =2%-e7%:
a) Comprueba que la recta y = 0 es una asintota horizontal en +oc.
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) Con los datos anteriores, haz una representacién aproximada de la

grafica de la funcién f(z) = 2?2 - e~ 7.

(Septiembre 07)
- Solucién:
a) Vamos a ver cuanto vale el limite.

SC2
lim 2?2-e®= lim — =0
T —+00 r—-+oo el

Para lo anterior hay que tener en cuenta que e* es un infinito de orden superior
que z2. También puede aplicarse dos veces la regla de L’Hépital para compro-

barlo.

Por tanto la recta y = 0 es una asintota horizontal en +oo.

b) Vamos a calcular la derivada.

!
7) = _ _
T ey ()’ S
Igualando a cero tenemos.
27 — a? =0
u:0=>2m—162:0=>x(2—ac):0 X
e*r 2—z=0=2x=2

Vamos a estudiar el signo de la derivada:

| (—00,0) | (0,2) | (2, +00)

2 — 2

— + —
N\ / N

e.’E

Por tanto:
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- Crece — (0,2).
- Decrece — (—00,0) U (2, +00).

¢) Acompainia lo que ya sabemos por los apartados anteriores de una tabla de valores.
Para formar dicha tabla basta tomar valores en -2, -1, 0, 1 y 2. Nosotros aqui la

omitimos, pero la grafica resultante es:

Figura 1.11: Representacion grafica de la funcion f(z) = 22 - e~ ®

1.2.30.

a) Enuncia la condicién que se debe cumplir para que una recta y = [ sea

asintota horizontal de una funcién f(z) en +oo.

b) Calcula las asintotas verticales y horizontales (en +co y en —c0) de la

funcion
3z —1

2 —1

fz) =

(Junio 08)
- Solucién:
a) Tiene que ocurrir que lim f(z) =1
Tr——400
b) En primer lugar vamos a ver cual es el dominio de la funciéon. Por un lado tenemos
una raiz, por tanto, 2 — 1 > 0. Ademas, como la raiz esta en el denominador no

puede valer cero, en consecuencia:
z2—1>0
Para resolver la inecuacion, resolvemos la ecuacion asociada.

22-1=0=2>=1= 2 =+1
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Construimos la tabla

| (—o0,~1) | (=1,1) | (1, +o0)

IQ—I‘ + ‘

Luego el dominio de la funcién es Dom f =

Veamos las asintotas.

S —

(=00, —1) U (1, 4+00)

- Asintotas verticales: Estudiaremos las asintotas en aquellos puntos que anu-

lan el denominador.

e © = —1 Aqui s6lo estudiaremos el limite por la izquierda, pues por la

derecha no hay funcion.
3z —1
1, frng 1, —_—
= Jm
e r —

izquierda no hay funcion.

lim f(z) = sr 1

- Asintotas horizontales:
3z —1

o lim —=
oo (/32 — 1

T 3z
m — =
T—+00 /2

[—4
0] = —o00. Luego es una A.V.

1 Aqui solo estudiaremos el limite por la derecha, pues por la

= +o00. Luego es una A.V.

3
3z _,

r—-+00 I

Luego y = 3 es asintota horizontal cuando z — +o0.

i 3r—1 i -3z —1 T -3z T -3z 3
¢ xigloo r2 1 o zir}rloo m B zirzloo \/3;72 o xjrrzlm x N
Luego y = —3 es asintota horizontal cuando z — —o0.
1.2.31. Calcula el siguiente limite:
z _1)2
Jim (& 1"
z—0 e?” —1
(Junio 08)
- Solucién: )
, (e =1 0
Tenemos que ili% 1 = ol

Vamos a resolverlo utilizando la regla de L’Hopital.

lim ~—— =
z—0 e*” —1

(e* —1)° {ﬂ

=[]

2(e” —1)e” +2e%e® 0+2
240

2e% 4 4x2e7?

xz—0

1
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1.2.32.
a) Calcula el siguiente limite

2
lm n (1’ + 1)
x—0 €T

b) Indica, razonadamente, el valor que debe tomar a para que la siguiente

funcion sea continua:

a st x=0
flw) = 2
7171 (xm+ 1) st x#0

Nota: In denota el logaritmo neperiano.

(Septiembre 08)
- Solucién:

a) Sustituyendo tenemos:

0

Iim ————= =
z—0 X

In (22 +1) m

Vamos a resolverlo utilizando L’Hépital:

2x
In(z2+1 2 2
o P AD L , 2
z—0 x z—0 1 z—0 22 + 1
b) Tenemos la funcion
a st x=0
f(z) =
In (x2 + 1) )
st x#0
x

Obviamente la funcion es continua en todo R salvo en el cero, por ser cociente

de funciones continuas (22 + 1 > 0).

Para que sea continua en el cero, el limite de la funcién en dicho punto y el valor
de la funcién en él tienen que coincidir. Como en el apartado anterior vimos que

el limite valia cero, deducimos que a debe valer cero.
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1.2.33. Halla los puntos de la curva de ecuacién y = 23 — 222 + 1 donde la

recta tangente es paralela a la recta y +x —2 =0.

(Septiembre 08)

- Solucién:
Sabemos que la pendiente de la recta tangente coincide con el valor de la derivada
en el punto, si esta existe. Ademas, decir que la recta tangente es paralela a la recta

dada es sinénimo de decir que sus pendientes son iguales. Por tanto:

f'(z) =32 — 4z
yt+tr—2=0=y=—-z+2=m=-1

En consecuencia:
327 —dx=—-1=32> -4z +1=0

Resolviendo la ecuacién tenemos:

4+2
4416 —12 442 6
€r = = =
6 6 4-2 _2_1
6 6 3

Luego los puntos buscados son:

—f()=1-2+1=0= Pi(1,0)

N 12 1-6+27 22 1 22
f<3> 27 9" 57 57 2(3’27)

1.2.34.
a) Diga cuando un punto (zo, f(zo)) es de inflexiéon para una funciéon f(z).

b) Calcule los coeficientes a y b del polinomio p(x) = ax® — 322 + bx + 1
para que su grafica pase por el punto (1,1), teniendo aqui un punto de

inflexion.

c) Diga, razonadamente, si en el punto (1,1) la funcién p(z) es creciente

o decreciente.

(Junio 09)
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- Solucién:

Vamos a contestar a cada apartado.

a) Para que (xq, f(20)) sea un punto de inflexion tienen que ocurrir dos cosas,
f//(xo) — O y f///(xo) # 0
Maés correctamente tendriamos que decir que f”(xg) = 0 y que la siguiente deri-
vada no nula sea de indice impar, aunque con la anterior respuesta probablemente

valga.

b) Tenemos que p(z) = ax® — 322 + bx + 1.
Hay dos incognitas, a y b, por tanto habra que buscar dos ecuaciones para poder
calcularlas. La primera ecuacién sale de tener en cuenta que pasa por el punto
(1,1), es decir, p(1) = 1, y la otra de tener un punto de inflexion en dicho punto,

es decir, p”(1) = 0. Vamos a calcular p”(z).
p(x) = ax® — 322 + ba + 1 = p'(x) = 3az® — 62 + b= p”(x) = 6ax — 6
Por tanto, nuestro sistemas es:

1 = a-34+b+1=1 = a+b=3
=b=2
f"1)y=0 = 6a—6=0 = a=1
En conclusibon a =1y b= 2.

¢) En el apartado anterior ya calculamos p’(z) y vamos a estudiar su signo para ver

si crece o decrece en dicho punto.
pP(1)=3-6+2=-1<0

Luego la funcion es decreciente en (1,1).

1.2.35. Calcule los maximos y minimos relativos de la funcién f(z) = § + cosx
en el intervalo 0 < =z < 27. Tenga en cuenta que los angulos se

miden en radianes.

(Junio 09)

- Solucién:

Vamos a calcular la primera y segunda derivada de la funcion. Estas derivadas son:

fl(x) = 5 —senzy 1" (x) = —cosx
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Sabemos que habrda un méaximo o un minimo relativo en zy si f'(zg) = 0y

f"(x0) <06 f"(x0) > 0 respectivamente.

m
r=—
6
1 1
f(x)=0= = —senx =0 = senz = = =
2 2
om
=27
6

Veamos el valor, en cada caso, de 7(x).

w [ (%) = —cos% = —? <0=Enz= % hay un méximo.

. f (567T> = —COS%T =— (—?) = ? >0=Enzx= %T hay un minimo.

1.2.36.
a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Aplique dicho teorema para probar que, cualquiera que sea el valor
del ntimero real a, la ecuacién z® — 12z + a = 0 no puede tener dos

soluciones distintas en el intervalo cerrado [—-2,2].

(Septiembre 09)
- Solucién:
a) Este teorema lo podemos encontrar en cualquier libro.

b) Sea f(x) = 2® — 12z + a la funcién asociada a la ecuaciéon dada. Obviamente
la funcién es continua en el intervalo [—2,2] y derivable en el intervalo abierto,

pues es un polinomio.

Vamos a comprobar lo que nos piden por el método de reduccion al absurdo.
Supongamos que tiene dos valores x; y x2 en los cuales la funcién se anula
(sinénimo de tener dos soluciones). Si eso es asi, en el intervalo que tiene como
extremos dichos puntos se cumplen las hipotesis del teorema de Rolle, pues seria
continua y derivable en dichos intervalos (por ser polinémica) y tendria el mismo
valor en los extremos, y en consecuencia, se cumpliria la tesis de dicho teorema.
Por tanto, debe existir un valor de la variable x en el interior del intervalo (x1, x2)

en el que se anule la derivada.

Ahora bien, la derivada de la funcién se anula:

fl(z)=322-12=0=2=42
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Luego, no se anula en el intervalo pedido y por tanto, esto contradice el hecho
de que se cumple la tesis del teorema. Como consecuencia de ello deducimos que

la suposicion de partida no se cumple, es decir, no existen los £ y x5 supuestos,
no hay dos raices en el intervalo [—2, 2]

1.2.37.

a) Calcule el limite

et —1
lim
x—0 €

b) Diga, razonadamente, el valor que debe tomar ¢ para que la siguiente
funcioén sea continua:

si x#£0
flx) =

(Septiembre 09)
- Solucién:

Vamos a calcular el limite aplicando la regla de L’Hopital.

h’me 1[0} 'm%zl

x—0 X

Hecho esto vamos a resolver el segundo apartado.

Obviamente si * # 0 la funcién es continua, por ser un cociente de funciones
continuas.
Para ser continua en x = 0 la funcion debe existir en dicho punto y coincidir con

el limite. Como el limite, segin vimos en el apartado anterior, vale 0, deducimos que
¢ tiene que valer 0.
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1.3. Integral. Calculo de areas y voliimenes

1.3.1. Calcular, integrando por partes, el valor de

2
/ 2nxdz
1

(Junio 00)

- Solucién:

Vamos a comenzar calculando una primitiva por partes.

1
u = lnx — du= —dx
T

3

dv = 2%der — vz%

3 o 3 3
/lenxdm‘:x—lnw—/x—-fdm:x—lnx—m—
3 3 ¥

Luego:

2 3 372
8 8 1 8 7
2nade = |2 inz— | =(Sm2—2)—(0-=)=2im2- <
/1:vnxx 3713? 9 ) 3’11 9 9 37’L 9

1.3.2. Calcular el area limitada por la parabola y = /222, la circunfe-

rencia 22 + 92 = 1 y el eje OX, que aparece rayada en la figura .

(Junio 00)
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- Solucién:
Por lo que observamos en la figura del enunciado, nos piden que de la circunferencia

consideremos la rama positiva, es decir, tomaremos y = /1 — z2.

Es obvio que el area hay que dividirla en dos trozos, como podemos ver en la figura

1.12.

Figura 1.12: Representacion detallada del area buscada

Vamos a calcular los puntos de corte:

V2l =\/1-22 =2t =1-2> = 22"+ 22 -1=0

Se trata de una ecuacién bicuadrada, por lo que hacemos z = x? y resolvemos.

2:24+2-1=0
-14+3 1 1 V2
—1+v1+8 —-1+3 AT Ty T 5T
4 4 -1-3
Zo = 1 = —1 = No vale.

Luego el area buscada, segin vemos en la figura 1.12 es:
V2/2 1

A=A+ Ay = Vortdr + V1 —22dx
0 V2/2

Vamos a calcular cada una por separado, calculando previamente una primitiva en

/\@xde = gx?’

cada caso.
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Por tanto,

V2/2
m= [ e | V2] V2 V21
0 3 3 8 6
0
Por otro lado tenemos:

/ V1—22dz
Vamos a utilizar el cambio x = sent para resolver la integral indefinida.

r = sent
dx cost dt

/ V1—22dz = / V1 — sen?t cost dt = /cos2t dt

1 cos2t
Si aqui cambiamos cos?t = = +

2 2

tendriamos:

1 n cos2t g — lt N sen2t 1 n sen2(arcsent)
5 5 =3 1 = paresent + —————

Por tanto:

1 1
1 2
A, — / A 2de — {msm 4 sen2(arcsenx) _
V2/2 2 V2/2

4

NRUNEHESE

En consecuencia:

1 =~ 1 44+37r-6 3n-2 ,
I 24 21
1.3.3. Determinar una funcién f(r) cuya segunda derivada sea f”(z) = xe®
(Septiembre 00)
- Solucién:

Habra que calcular una primitiva de la funcion que nos dan, que sera f’ y posterior-
mente calcular otra primitiva de ésta, que sera la funciéon que buscamos. La integral
se calcula por partes:

U=z i du=dzx

dv=¢€%dxr ; v=¢€"
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Por tanto:

f(x) = /xewdx =xze” — /ewdx =ze” —e”

Hacemos de nuevo la integral de la funcién obtenida.

/(xez —e®)dx = /xezdx — /e$dac =ze® —e” — e = xe” — 2e”

La funcién buscada es:
f(z) = ze® — 2"

1.3.4. Calcular, con el cambio de variable > = z + 3, el valor de:

/6 xdx
1 VT +3
(Septiembre 00)

- Solucién:
Vamos a calcular primero una primitiva utilizando el cambio indicado:

P=zx+3 = z=t*)-3 = t=+z+3
2tdt = dx

Realizando la sustitucion:

t2 — 3) 2tdt 2t3 — 6t 2t3 2 3)3
/( ) :/ dt:/(2t2—6)dt:—6t:(x+)—6\/:c+3

t t 3 3

En consecuencia:

[ (”3;3)376@ 6(?18)(?12)

/6 xdx
1 Ve +3
_54-54—-16+36 20

3 3

1.3.5. Determinar una constante positiva a sabiendo que la figura plana
limitada por la parabola y = 3ax? + 2z, la recta y = 0 y la recta
x = a tiene area (a? — 1)2.

(Junio 01)

- Solucién:
La figura 1.13 nos muestra una visiéon grafica del problema planteado.



1.8. Integral. Cdlculo de dreas y volumenes 39

Figura 1.13: Representacion detallada del area buscada

2
Como a > 0 la funcién y = 3az? + 2z corta al Eje Xenz =0y en x = ~ 34 (que
a
sera un ndamero negativo).
Luego el area buscada es la que aparece sombreada en la figura 1.13. Por tanto,

tenemos que:
/ (3ax® + 2x)dx = (a* — 1)?
0

Ahora bien,
/0 (3az® + 22)dx = [az® + x2]g =a* + a?

En consecuencia:

1
2 _
73
i 1
a = -
3
1 1 3
Como tiene que ser positivo el valor de a, tenemos que a = /= = — = £
3 V3 3
1.3.6. Calcular el valor de:
/ b yda
IZ
o €
(puede hacerse con el cambio de variable t = —z2 y con el cambio

de variable t = 2?).

(Junio 01)
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- Solucién:

Vamos a calcular una primitiva. Para ello vamos a utilizar el cambio t = z2.
t =a2? = dt = 2zdx

Sustituyendo tenemos:

L Tt S Rt P

2t 2 2

/1 zdr  [-1 21" -1 L1
= —e€ = —_—
o €%’ 2 o 2e 2

Por tanto:

1.3.7. Representar graficamente el recinto plano limitado por la curva
y =22 — 2 y su tangente en el punto de abscisa 2 = 1. Calcular su

area

(Septiembre 01)
- Solucién:

Vamos a calcular primero la recta tangente. Vamos a calcularla mediante la ecua-
cion punto-pendiente. El punto lo obtenemos sustituyendo en la funcién x por 1. Dicho
punto sera P(1,0).

La pendiente de la recta tangente se obtiene sustituyendo en la derivada de la
funcion:

fllz)=32"~1=my,=f(1)=3-1=2

La ecuacion de la recta sera:
y—0=2x-1)=y=2c—-2

A continuacion representaremos la zona que nos piden. Para pintar la recta basta
con hacer una tabla de valores, pero para pintar la funcién serd mejor estudiar su
derivada. Vamos a calcularla y estudiaremos su signo para ver el crecimiento y los

maximos y minimos.

&

1
f’(x):3x2—1:>3x2—1:():>m2:§:>x:i 3

Estudiamos el signo:

+ - +
/ /

3z2 —1

N
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Luego:
- Crece — (—00, —V/3/3) U (V/3/3,4).
- Decrece — (—v/3/3,V/3/3).

- Maximo — (—v/3/3,0'38).

- Minimo — (v/3/3,—0'38).

Es evidente que se trata de una funcién impar y por tanto corta en el (0,0). La

representacion gréafica podemos verla en la figura 1.14.

Figura 1.14: Representacion detallada del drea buscada

Vamos ahora a calcular el area. Hallamos los puntos de corte de la funcion y la
recta.

- =20-2=—2>-32+2=0

Buscamos una raiz por Ruffini.

10 -3 2
1 1 1 -2
\11—20

Calculamos después las otras dos:

P24z -2=0=1=

-1+y14+8 -1+3 [ z=1
2 T2 ) =

Luego los limites de integraciéon son £ = —2 y x = 1. Vamos a calcular el area.

A:/l [(ac?’—x)—(Qx—Q)]dx:/l (2° =3z +2)dx = {%4—3%2+2x}12

—2 —2
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2

1.3.8. Definir el concepto de primitiva de una funcién y explicar su re-

laciéon con el concepto de integral definida.

(Septiembre 01)
- Solucién:

La solucién a este ejercicio podemos verla en cualquier libro.

1.3.9. Representar graficamente la figura plana limitada por las parabo-

las y = 4 — 22, y = 2 — 4. Calcular su area.

(Junio 02)

- Solucién:
Las funciones que nos dan son dos parabolas cuyas representaciones graficas pode-

mos verla en la figura 1.15.

Figura 1.15: Representacion grafica de la region pedida.
Vamos a calcular los puntos corte.
2’ —d=4—-2"=22"-8=0= 2" =4 = =42

Calculemos ahora el area:

A/2 (4 —a?) — (2% — 4)] dz/2 (~22% +8) di = [‘23x3+8xr_2

-2 -2

~16 16 32 64
2 416) - (= —16) =32 22 = 2= g2
<3 +6> (3 6) n- 20,
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1.3.10. Calcular el valor de la integral
1
/ xe “dx
0

(Junio 02)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Esta integral hay que resolverla por partes.

Por tanto:
/a: e Tdr=—xe "+ /671 dex = —xe % —e™ "

Retomamos la definida y tenemos:

1
/ re ¥dr= [—xe_”:—e_l']l = (—e_1 —6_1) +1l=—+1=
0

0 e e

1.3.11. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la region
donde la coordenada x es positiva, por la recta r = 1, la hiperbola

zy =1, y la recta 6y — x + 1 = 0. Calcula su area.

(Septiembre 02)

- Solucién:

Vamos a representar la region pedida haciendo una tabla de valores para cada caso:

a) Para la hipérbola zy = 1 valdria:

z|01 05 1 2 3
yl10 5 1 1/2 1/3

b) Para la recta bastarian dos puntos:

z| 0 3
y|-1/6 1/3

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.16.
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Figura 1.16: Representaciéon grafica de la regiéon pedida.

Vamos a buscar los puntos de corte de las dos graficas.

= by+1)y=1=6y>4+y—1=0

T.y = 1 . zy=1
6by—x = -1 r=06y+1

Resolviendo la ecuaciéon tenemos:

1
-1+ VI+24 -1+5 | ¥=-3
V= 12 NP2 R
3
Sustituyendo cada valor de y obtenemos uno de x.
1 .
y:—i — z=-3+4+1=—-2= No nos sirve.
1

Por tanto, mis limites de integraciéon son x =1y x = 3.

Observando la figura 1.16, podemos calcular el area de la siguiente forma:

3 2 3
1 z—-1 T T 9 6 1 2
- de=|nz— = 4+ 2 = (m3- 2 +>2)—(0-—+2)=
/1 (m 6 > v [m 12+6]1 ("3 12+12> <0 12+12>

4 1
—lnS—E—an’»—gu

1.3.12. Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (2% + 1)7130 que se

anule en =z = 2.

(Septiembre 02)
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- Solucién:
Vamos a calcular la integral indefinida y despues calcularemos el valor de la cons-

tante que hace que se anule en x = 2.

x 1 9

Si hacemos x = 2 resulta:

1
5ln5+k=o:>k=—lm/5

1.3.13. Representar graficamente el recinto plano limitado por la recta

y =2z — 2 y la parabola de ecuacién y? = z. Calcular su area.

(Junio 03)

- Solucién:
Son funciones suficientemente conocidas, por lo que con una tabla de valores se
pueden representar. S6lo hay que tener en cuenta que de la parabola hay que considerar

las dos ramas. La representacion pedida la podemos ver en la figura 1.17.

Figura 1.17: Representacion grafica de la regién pedida.

Vamos a hallar los puntos de corte.

2 _
v ) —ar=-2 =a2=04dr+4=—= 2" -5 +4=0=—=
y=1—

5E+v25—-16 OS5+£3 r=4
€Tr = = —
2 2 =1

Vamos a calcular el area. Observando la grafica de la figura 1.17 vemos que hay
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que descomponer el drea en dos trozos (A; y As).

4

[Vz — (z—2)]de = / 2v/xdr+

0

A:A1+A2:/01[f—(—\/§)]dx+/l

4
4
= 4 (16 16

- 2l dx = + 2 = — 248
+/1[\/§ x4+ 2] dx [ ]—*—[3 T 3+(3 5 )

0 1
2 1.\ _ 4,16 16,02 1 8432 434484431227 ,
379 3737 9 34T 6 6

1.3.14. Calcular el valor de la siguiente integral, donde In denota el lo-

garitmo neperiano:

(Junio 03)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Para eso vamos a hacer el cambio:

t = lInx
1
dt = —dx
x
Tenemos por tanto
d dt
/ Y — [ &~ inft] = In|in|z]|
xlnx t

Por tanto:

© d
T o2 5
/ = [In|ln|z|[]; = In|ln|e®|| — In|inle|| = In2 — Inl = In2
. x(lnzx

1.3.15. Calcular el valor de la integral (puede hacerse con el cambio de

/1 dx
0 €r+1

variable t = e~ %):

(Septiembre 03)
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- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Aplicamos el cambio aconsejado:

_ 1
t=e% > 630:;
dt = —e %dzx — dxz_Tdt
d —dt dt .
[eri=] = [t it = e
¢ t(t+1>

Por tanto:

Vode el 1
/Oer+1:[—ln|l+e Hoz—ln<1+e>+ln2

1.3.16. Representar graficamente la figura plana limitada por la curva
y = €7, su recta tangente en el punto de abcisa x = 0, y la recta

z = 1. Calcular su area.
(Septiembre 03)
- Solucién
Vamos a calcular en primer lugar la ecuacién de la recta tangente a la curva
en z = 0. Sabemos que dicha recta pasa por (0,e) = (0,1) y que su pendiente es

mig = f'(0) =" = 1.

Por tanto la ecuaciéon de dicha recta es:
y—1=1z-0)=y=a+1

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.18.

Figura 1.18: Representacion grafica de la region pedida.
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En la grafica puede verse que no hay mas punto de corte que x = 0, por tanto el

area que queremos es:

1

A= [em—(x+1)]dx:/1(er—x—1)dx= [ex—x;—xl): <e—;—1>—1:

0 0

1.3.17. Definir el concepto de primitiva de una funcién. ;Existe alguna
primitiva de la funcién f(r) = 27! que no tome ningin valor

positivo en el intervalo 1 <z <27

(Junio 04)

- Solucién:
El concepto tedrico puede encontrarse en cualquier libro. Vayamos a lo practico.
1
Tenemos la funcion f(z) = 27! = ~.

Si hayamos las primitivas de la funcién nos sale:

/ldx:lnx+k
T

La grafica de y = Inx podemos verla en la figura 1.19.

Figura 1.19: Grafica de y=In x y de y=In x-3

Como sabemos, k desplaza verticalmente dicha grafica, por tanto, si a k le doy, por
ejemplo, el valor -3, es decir, f(z) = Inz — 3, la grafica se desplazara 3 unidades hacia
abajo, resultando la grafica de la derecha de la figura 1.19.

Hay que tener en cuenta que la funciéon y = Inz es una funcién creciente y que

In1 =0y In2 = 0'693147..., por tanto y = Inx — 3 sera negativa en todo el inter-
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valo (Observar la grafica de la derecha la figura 1.19). De hecho bastaria con tomar
k < —In2.

1.3.18. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la regién
donde la abcisa x es positiva, por la curva y = 23 + 2 , y por la

recta y = 2x. Calcular el area.
(Junio 04)
- Solucién:
Tenemos que las funciones que encierran el area son y = 22 + z é y = 2x. Para
representar y = x> + x bastara con calcular sus méaximos y minimos, los puntos de

corte con lo ejes y, si es necesario, una tabla de valores.

Vamos a empezar hallando los puntos de corte con el eje X haciendo y=0.

rz=0

P rr=0= . )
22 +1 =0 = No tiene solucion

Vamos a ver donde se anula su derivadas:
y' =322 4+ 1= 322+ 1 = 0 = No tiene solucién

La grafica de las dos funciones podéis verla en la grafica 1.20

Figura 1.20: Vision grafica del problema

Vamos a hallar los puntos de corte de las dos funciones:

x=0.

Prr=2r=—=01-2=0=2-(2*-1)=0=
22 —1=0= 2 =+1.
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Vamos a calcular el area, que seré el comprendida entre 0 y 1 por las dos funciones.
Como la recta esta por encima ponemos:

1 1 2 471
1 1 1
A= 21 — (2* dz = — N de = |Z _ 1 _1_12
/O[x (:ﬂ—|—m)]x A(x a:)z {2 1), ~ 2 1 4u
1.3.19. Representar graficamente la figura plana limitada en el primer

cuadrante (x > 0,y > 0) por la recta y = z y la curva z = 3°.
Calcular su area.

- Solucién:

(Septiembre 04)

Tenemos que (z > 0,y > 0), es decir, el primer cuadrante. Tenemos también la
funcién y = z y la funcion x = y3 =y = Yz

Figura 1.21: Representacion detallada

El area que queremos calcular es la que nos muestra la figura 1.21. Buscamos los
puntos de corte de ambas funciones:

z=0
1‘2\3/5:>l‘3=$:>$3—$=0:>{

22 -1=0=z=+1
Como z > 0;y > 0, sobra la raiz x = —1 y tenemos que:

A_/Ol(yz_x)dx_/ol(x
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1.3.20. Calcular el valor de la siguiente integral:

2
/ v a2 — 1dz
1

(puede hacerse con el cambio de variable 22 — 1 = ¢3.
(Septiembre 04)
- Solucién:

Vamos a resolver primero la indefinida.

Hacemos el cambio que nos recomiendan:

t3=22-1 — t=vz2-1

3t2dt = 2xdx
Por tanto:
. 1 3 34 33/ (22 —1)4
/a;f/xQ—ldx:§/3t2\3/t>3dt:i/t‘gdt:gz—i-k:i(% ) +k

En consecuencia tendriamos:

2 33(x2—1)42 3V81  9V/3
/xxs/mg—ldx: v T === ="
1

1

8 8 8

1.3.21. Representar graficamente el recinto plano limitado por las curvas

x

y=¢€e" y=e % y por larecta r = 1. Calcular su area.

(Junio 05)

- Solucién:

Vamos a representar las funciones haciendo una tabla de valores:

N | -2 -1 01 2
y:e:>

La representacion grafica y el area buscada la vemos en la figura 1.22.

Vamos a encontrar los puntos de corte:

X

e
= T= —=l=e""=1=e"=1=e"—=22=0=2=0
=

x
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x=1

Figura 1.22: Area encerrada por las exponenciales y x—1.

Luego los limites de integracién son x =0y x = 1. Por tanto:
! 1
/ (" —e ) de = [e" + e_’”]o =('+e!)-(1+1)=
0

241-2
:e+,_2:e—~_76u2
e e

1.3.22. Calcular el valor de la siguiente integral:
€l
/ n—fdx
1 I
(puede hacerse por partes).

(Junio 05)

- Solucién:
Vamos a resolver la integral como nos indican, por partes. Para ello vamos a derivar

el logaritmo y a integrar el polinomio.
1
u = lnx — du= —dx
x

1 -1
dvz—zdaj - v=—
T T

Vamos a empezar por encontrar una primitiva:

Inx —Inx -1 1 —Ilnz 1 —Ilnz 1 —lnz —1
—dx = — | —-—dz = + | wdz = -
2 T T T T z2 T
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Por tanto:

¢ lnx —Inzx—11° —lne—1 —=Ilnl—-1 =2
1T z 1 e 1 e

1.3.23. Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (z + 1)%27'/2 que se

anule en z = 1.
(Septiembre 05)

- Solucién:

Tenemos que nuestra funcion es:

_ (z+1) 2242241 5, 12 12
f(z) = (x4+1)%2712 = = =232 ot ? 4 g
NG Vv

Vamos a calcular la integral indefinida:

2x5/2 4$3/2

/(m3/2+2m1/2+x*1/2)dx = +T+2w1/2+k

Segun el enunciado tiene que anularse en x = 1, por tanto:

2 4 2 4 —6-20-30 —56
S io4k= h=_2_ 2 _ o727 T
ptgt2th=0= 5 3 15 15

La primitiva buscada es:

_ 21.5/2 4x3/2 21,1/2 B @

5 3 15

F(x)

1.3.24. Representar graficamente el recinto plano limitado por la recta

xr—y =1y por la curva de ecuaciéon y = v/x — 1. Calcular su area.

(Septiembre 05)

- Solucién:

Ambas funciones son conocidas y su representacion puede hacerse por una sencilla
tabla de valores que voy a omitir. Tras eso la representacion gréafica podemos verla en
la figura 1.23.

A continuacién vamos a calcular el area encerrada por las dos funciones. Empeza-

remos por calcular los puntos de corte para delimitar los limites de integracion.

vr—1 = rx—1
r—1 (x—1)2
x—1 = z2-2z+1
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Figura 1.23: Representacion detallada del area buscada

2 T =
—z°4+3zx-2=0=

Por tanto el area quedaria:

2 2 —1)2 2?2
A:/ e
1
1
2 1 2 1 443-6 1 ,
(3 2+Z> (2+> 373 6 6"

1.3.25. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva
y = r?, su recta tangente en el punto (1,1) y el eje OY. Calcular

su area.

(Junio 06)

- Solucién:
La funcién y = 2* es de facil representacion, basta con dar algunos valores. Vamos
a calcular la recta tangente que nos piden y posteriormente realizaremos la represen-
tacion de la zona buscada.
Sabemos que la pendiente de dicha recta es la derivada de la funcién en el punto,
por tanto:
fl(z) =42 = my, = f'(1) =4

Como la recta pasa por el punto (1,1) y tiene la pendiente anterior, tenemos que

la recta buscada es:

y—1l=4(z-1)=—=y-1l=4dv-4=y=4c-3
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En consecuencia, la representacion grafica de ambas funciones y la zona pedida la

podemos ver en la figura 1.24.

Figura 1.24: Representacion grafica de la region pedida.

Vamos a calcular el area que nos piden:
! 5 1
1 6
/ [I4(45173)]dx[x2:172+31:] =2 _9243=_ 42
0 5 0 5 5

1.3.26. Halla una primitiva de la funcién f(z) = ze®.
(Junio 06)

- Solucién:
Es una integral tipica para resolverla por partes, en la que tenemos que derivar el

polinomio e integrar la exponencial.

u=x ; du:dx]

dv=¢edx ; wv=¢e"

/xezdx = ge® — /ezdx = ge® — "

No es necesario terminar el resultado sumando una constante pues nos piden una

primitiva, no todas.

1.3.27. Enuncia la regla de Barrow. Representa la grafica de la funcién

flz) = /j tdt

(Septiembre 06)



56 1. Andlisis

- Solucién:
La regla de Barrow puede verse en cualquier libro.

Vamos a calcular cual es nuestra funcién:
e 21" 22 1 1 1
o [ 8] -5 -4
1 2], 2 2 2 2

De su ecuaciéon deducimos que se trata de una parébola. Para representarla vamos

a calcular la coordenada x del vértice y haremos una tabla de valores.
-b 0
Coordenada x del vértice — x = -1 0
a
La tabla de valores que utilizaremos es:

¢l 0 -11 -2 2 -3 3
y|-1/2 0 0 3/2 32 4 4

La representacion grafica la tenemos en la figura 1.25

1 1
Figura 1.25: Representacion grafica de la funciéon f(z) = 5:32 —3

1.3.28. Representa la figura plana limitada por la grafica de la funcién
f(z) = cosz, en el intervalo —g <z< g, y por la recta y = —.

2
Calcular su area.

(Septiembre 06)

- Solucién:
La representacion del area pedida no es complicada, pues se suponen conocidas
ambas funciones. Dicha representacion la encontramos en la figura 1.26.

Vamos a encontrar los puntos de corte que nos diran cuales son los limites de
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/ y=cos x

<
[
N

Figura 1.26: Representacion grafica de la regiéon pedida.

integracion.
1 . LT
cOST = — T=x—
2 3

Para hallar el area consideramos la funcion g(x) = cosz — 7 Vamos a calcular una

primitiva de dicha funcién.

1 T
G(z) = / <cosx = 2> dx = senx — 3

Sustituimos en los distintos puntos que tenemos resultando:

-\ _ G W PR
G<2>—sen(2) 5 1+4 02146

G(_7T> = sen <_7T> -2 = _—\/g—i—z = —0'3424

3 3 _g 2 6
o)) 3= 07 -
G(g):sen(g)fgzlf%:O'QMG

Para calcular el area hacemos:

G (?) (;) —0/3424 4 0/2146 = —0'1278

(;) — 03424 + (/3424 = (/6848

) (g) — 02146 — 0'3424 = —0'1278
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Y el area buscada sera:

A = |—0'1278| + 0'6848 + |—0'1278| = 09404 u>

1.3.29. Representa graficamente el recinto plano limitado por las para-

bolas y =1 — 22 e y = 222 y calcula su area.
(Junio 07)
- Solucién:

Vamos a representar las dos parabolas. Para ello empezamos por calcular sus vér-

tices y hacemos después sendas tablas de valores.

-y=1-22
b 0
xv=%=j2:0
z|0 1 -2 1 2
y[1 0 -3 0 -3
- 222
b 0
xv=%=j4=0

z|0 -1 -2 1 2
ylo 2 8 2 8

Luego sus representaciones graficas son:

Figura 1.27: Representacion grafica de la region pedida.
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Vamos a hallar los puntos de corte para calcular el area:

1 1
2x2—1—x2:>3x2—1:>z2—3:>x—:|:\/;—:|:\é§

Luego el area pedida es:

V3

A:[; (17x272:c2)dx:/ (1—32?)

“

“

_¢3_&@_<—¢3+&@>

_2v3 6v3 _ 18V3-6v3 123 4V3 ,
3 27 3 271 |3 27 27 219
1.3.30. Calcula el valor de la integral
10
/ (z —2)"3da
3
(Junio 07)

- Solucién:

4

[ s [ [3@] v [

4
3

10
3z —2)% @;-2)]

3

2498 3V1 48

3 45
4 4 4 4 4
1.3.31. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva
y = 223, su recta tangente en el origen de coordenadas y la recta
x = 2. Calcula su area.
(Septiembre 07)
- Solucién:

La representacion grafica de la region pedida esté en la figura 1.28. Vamos a calcular

la recta tangente en x = 0. Sabemos que la ecuacién de la recta tangente es:

y— f(zo) = f’(l"o) (7 — o)

Empezamos por calcular la pendiente:

f'(x) = 62 = myy = f'(0) =0
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Ademaés tenemos que f(0) = 0.
Luego la recta tangente es y = 0.

Para la funcién hacemos una tabla de valores que aqui omitimos.

y=2x

/’_”
Figura 1.28: Representacion grafica de la region pedida.

Vamos a calcular el adrea. En la grafica podemos ver marcada la region a la que

queremos calcularle el area.

2 412
16
A:/Qx?’dx:{m} = — —0=8u?
0 2 1o

1.3.32.
a) Enuncia el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral.

b) Calcula el punto al que se refiere dicho teorema para la funciéon f(x) =

322 + 1 en el intervalo [0, 3]

(Septiembre 07)
- Solucién:
a) La parte tedrica puede encontrarse en cualquier libro.

b) Vamos a ver cuanto vale la integral.
s 3
/ (32> +1)dw = [2° + 2], =30—-0=30
0

Vamos a buscar el valor pedido.

f(e)(3=0)=30= (3c*+1)-3=30=9¢" +3 =30 =



1.8. Integral. Cdlculo de dreas y volumenes 61l

=92 =2T=c*=3=c=+V3

De los dos valores solo nos sirve ¢ = /3, pues el otro no pertenece al intervalo
(0,3).

1.3.33. Calcula el valor de la siguiente integral (puede hacerse con el

cambio de variable t = In(x))

€ 1
/1 Tt (o)™

donde [n denota el logaritmo neperiano.

(Junio 08)

- Solucién:
Para resolver la integral empezaremos por calcular una primitiva. Realizamos el
cambio aconsejado.
t=In(z) = dt= édw

Luego:

/(1+m /idt In(1+t) = In(1 + Inx)

Por tanto:

’ L ¢ =(In n(e)) —In n =In(2)-In
/1 mdz:[ln(lJrln(:c))]lf(l (I1+1In(e)) — In(1+1In(1))) = In(2)—In(1)

1.3.34.

a) Representa graficamente el recinto plano limitado por la recta y+ 2z —

6 =0 y la parabola y = —z2 + 2z + 3.
b) Calcula su area.
(Junio 08)
- Solucién:

a) Vamos a hacer una tabla de valores para la recta:

z |0 2
y|6 2

={n2
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Vamos a calcular una tabla de valores para la parabola. Para ello empezamos

por calcular su vértices y hacemos después dicha tabla de valores.

b -2

:7_7:1
2a —2

Ly

z|1 02 -1 3
yl4 33 0 0

La representacion grafica es:

y+2x-6=0

y=-x+2x+3

AN

Figura 1.29: Representacion gréfica de la region pedida.

b) Vamos a calcular el area. Para ello empezaremos por calcular los puntos de corte

de las dos graficas:

22 — 6 =0 = 2046
y+ 2 }:: y=—22+

) ) = 20+6=—-2>+22+3
y=—-z“+2x+3 y=—-z°4+2x+3

Luego:
22 —4r+3=0

Resolviendo la ecuacion obtenemos:

4t2_,
L AEVIO- T2 4x2 2
2 2 49
el
2

Vamos a resolver la integral.

A:/3 [(—x2—|—2x+3)—(—2x+6)]dm:/3(—x2+433—3)dx:
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23 3 1
= [—+2x2—34 =(-9+18-9) — (—3+2—3) =
1

1 1-64+9 4,
—_-_9 Ty _ =
3 +3 3 3u
1.3.35. Calcula la funcién f(z) cuya grafica pasa por el punto (0,1) (es

decir, f(0) = 1) y que tiene como derivada la funcién f'(z) =
2z

x2+1°

(Septiembre 08)

- Solucién:
Vamos a calcular la integral indefinida de f/(z) y luego le impondremos a la funciéon

obtenida que pase por el punto (0,1) para calcular el valor de la constante.

2z

Por tanto, como f(0) = 1, tenemos:
hl+K=1=K=1
Luego la funcion buscada es:
fl@)=In(a®+1) +1
1.3.36.

a) Define el concepto de primitiva de una funcion.

b) Di, razonando la respuesta, si las funciones Fi(z) = sen’z y Fy(z) =

—cos’z son primitivas de una misma funcién.

(Septiembre 08)

- Solucién:
La respuesta al primer apartado puede encontrarse en cualquier libro de texto, por
lo que pasaremos a resolver la segunda.

Vamos a calcular las derivadas de Fy(x) y de Fa(x) y veremos si coinciden.

F{(z) =2 - senx - cosz

Fj(x) =2 (—cosx) - (—senx) = 2 - senx - cosx

Por tanto, ambas funciones son primitivas de una misma funcion.
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1.3.37.

a) Exprese f(z) = z - |z| como una funcién definida a trozos y dibuje su

grafica de forma aproximada.
b) Calcule la integral definida f_ll x - |x| dz.

c) Calcule el area del recinto plano limitado por la grafica de f(z), el eje

OX, larecta x = —1 y la recta x = 1.

(Junio 09)

- Solucién:

Respondemos a las tres cuestiones.

a) Si tenemos en cuenta que:

tenemos que

Por tanto su grafica es:

fx)=x.Ix|

Figura 1.30: Representacion grafica de la funcion f(x) = x - |z|.

b) La integral definida de una funcion definida a trozos tiene que tener en cuenta

los dos trozos, por tanto:

1 0 1 370 371
_ 2 2. _ | Z% T
/_lf(x)dx—/_l xdm—i—/oxdx—[g}l—&—[g]o—
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1 1 1 1

¢) El area que estamos buscando podemos verla en la siguiente grafica:

fx)=x.Ix|

Figura 1.31: Representacion grafica del area buscada.

El area seré por tanto:

0 1

1 1 1 2

A= —z2d 2dep| = |—=|4+|Z|=24+==2

Lol o=l il -

1.3.38.
a) Escriba la féormula, o regla, de integraciéon por partes.
b) Apliquela para calcular la siguiente integral indefinida
/ 22cosxdx
(Junio 09)

- Solucién:

La respuesta al primer apartado puede encontrarse en cualquier libro. Vamos a
resolver la segunda cuestion.

Es una integral en la que habra que aplicar la integral por parte dos veces. En

ambos casos derivaremos el polinomio e integraremos la funcién trigonométrica.

u= x> =  du = 2xdx

dv = cosxdr = v = senx
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Sustituyendo tenemos:
/x%osxdz = z?senx — /2xsenxdx = x?senx — 2 / xsenzdr = (x)

Volvemos a aplicar la integracion por partes.

= = du=dx

dv = senxdr = v = —cosx

Sustituyendo, de nuevo, tenemos.

(¥) = 2%senz — 2 [—xcosx — / —cosmdm} = 2?senx — 2 [—xcosx + /cosxda:}

= 2%senx + 2xcosx — 2senx + k

1.3.39. Dada la parabola de ecuacién y = —22 — 22 + 3, sea r su recta
tangente en r = —1 y sea s su recta tangente en x = 1.

a) Calcule las ecuaciones de r y de s.

b) Represente, de forma aproximada, el recinto plano limitado por la

parabola, la recta r y la recta s.

c) Calcule el area de dicho recinto.

(Septiembre 09)

- Solucién:
Vamos a empezar por calcular las rectas r y s. Comencemos por r. Para ello vamos
a calcular la pendiente (que sera el valor de la derivada en z = —1) y el punto por el

que pasa P (—1,y(1)).
y(x)=—"20—-2=y'(-1)=2-2=0

A su vez tenemos que y(1) = —1 4+ 2+ 3 = 4. Por tanto m, =0y P(—1,4).

En consecuencia la ecuaciéon de la recta r es:
y—4=0z+1)=y=4
Vamos a calcular ahora la ecuacion de s. Analogamente a la recta r tenemos:

y(1)=-2-2=—4
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y tenemos que y(1) =1 -2+ 3 =0. Luego ms; = —4 y Q(1,0).
Por tanto la ecuacion de la recta s es:

y—0=—4(z—-1)=>y=—-4x+4
Pasemos al segundo apartado. Vamos a representar el recinto que nos piden. Para

representar la pardbola vamos a calcular la coordenada x del vértice:

b2
= —— = — = —1
T T o, T

Vamos a calcular una tabla de valores:

z|-1 0 -2 1 -3
y| 4 3 3 0 0

Para las rectas basta con una tabla de valores con s6lo dos valores:

= Recta r:

La tabla de valores podria ser

z|—-1 1
y| 4 4
= Recta s:
La tabla de valores podria ser
z| -1 1
y| 8 0

Luego la zona pedida la podemos ver en la figura 1.32.
Vamos a calcular el area que nos piden en el dltimo apartado. Si observamos la

grafica antes citada podemos ver que hay dos zonas delimitadas.

Una en el intervalo [—1,0] y definida por las funciones y = —2? — 22 + 3 y por la
funcion y = 4. A esta zona la llamaremos A;.

La otra en el intervalo [0, 1] y definida por las funciones y = —2% — 2z + 3 y por la
funcion y = —4x + 4. A esta zona la llamaremos As.

Vamos a ver los puntos de corte que observamos graficamente.
= Puntos de corte de las funciones y = —2? — 2z +3 ey = 4.

2

2?2243 =4= —2?-22-1=0=2"4+22+1=0= (z+1)"=0=>2=—1
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y=-ax+4\ .,

y=x2-2x+3

‘\u

Figura 1.32: Representacion grafica del area buscada.
= Puntos de corte de las funciones y = —x? — 2z 4+ 3 e y = —4z + 4.
—2?2r43 = — a4 = 2?4241 =0=> 22241 =0= (z— 1)’ =0=>z =1
= Puntos de corte de las funciones y = 4 e y = —4x + 4.

—Ar4+4=4= —4r=0=2=0
El area que queremos calcular es A = A1 + As. Vamos a calcular A; y As.

Ay

= /0 [4(x22x+3)}dx/0 (2 + 2204+ 1) de =

-1 -1

3 0
T 9 1 1,
= |—= =0—-|—-—=+1-1) ==
{34-3: +x}_1 ( 3—|- > 3u

0 0
Ay / [—4x+47(—x2—2x+3)]dx /(x272z+1)dx:
—1 1
3 0 1
= [x —x2—|—x} =<—1—|—1)—O:u2
3 1 3
Luego:
1 1 2
A=A+ Ay = -4+ = =242
1A=y g =g
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1.3.40.
a) Calcule una primitiva de la funciéon racional

_ 1
T 1 — g2

f(z)

b) Calcule la integral [ ﬁdw (puede utilizarse el cambio de variable

t = senx).

(Septiembre 09)

- Solucién:
Vamos a calcular la integral de esa funcién. Es obvio que se trata de la integral de

una funcioén racional con raices simples [1 — 2? = (1 — z)(1 + z)].

1A N B A(l+x)+ B(1—x)
1—22 1-2 1+z 1— a2
Luego:
A(l4+2)+B(l—2x2)=1 VreR

Por tanto, dando a z los valores 1 y —1 tenemos:

r = 1=224=1= A=

N | =

xr = 71¢72B:1:>B:f%

En consecuencia:

1 z -3 1 1
de= [ —2d 2 dr = —=In|l — 2| — ~In|1 k
/1—33236 /1—33 x+/1+xx pinll =l = ginll 4ol +

La primitiva que nos piden podria ser:
1 1
F(x) =—=In|l — 2| — =In|l + z|
2 2
Vamos a calcular la otra integral que nos piden aplicando el cambio aconsejado:

t = senz = t?=sen’z = 1 —t> = cos’z = cosz = /1 — 2
dt

V1 —1¢2

dt = coszdx = dx =

Luego:
t

/ 1 dt _/ 1,
Vi—£2 Ji—2 ) 1-#
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Ahora bien, 1 —t* = (1 —t)(1 + t). Por tanto:
AQ+t)+B1—-t)=1 vt eR
Sustituyendo t =1y t = —1, tenemos:
1
t = 1:>2A:1:>A:5
1
t = —1:>—2B:1:>b:—5

En consecuencia:

/ L / 2 dt+/ gL =t = Sinl1 44 + &
——dt = =—=In|l —t| - =Iln
1-12 1—t 1+¢ 2 2

Si deshacemos el cambio tendremos:

1 1 1
/ dz = —=In|l — senz| — =In|l + senz| + k
cosT 2 2



Capitulo 2

Algebra

2.1. Matrices y determinantes

2.1.1. Definir la suma y el producto de matrices. Dar un ejemplo de dos

matrices que no pueden sumarse ni multiplicarse.
(Septiembre 00)
- Solucién:

La parte tedrica puede encontrarse en cualquier libro.

Como ejemplo de matrices que no pueden sumarse ni multiplicarse tenemos:
1 2 3 13
A= 0 -1 2 y B=
5 —2
1 0 3

Es evidente que estas matrices no pueden sumarse, pues no son de la misma di-
mension. De forma anéaloga no es dificil comprobar que no pueden multiplicarse, pues
para eso es necesario que el nimero de columnas de la primera coincida con el ntimero

de filas de la segunda, cosa que no ocurre en ninguno de los casos.

2.1.2. Determinar todos los niimeros reales x para los que es positivo el

determinante
3 ) T
l—2 x+1 -1
2 0 T

(Septiembre 01)

71
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- Solucién:
Vamos a calcular el valor del determinante en funcion de x para luego estudiar la

inecuacion resultante.

3 -3 x
l—z z+1 -1 |=3z(z+1)+6—-2x(z+1)+3z(l—2)=
2 0 T

=377 +32+6—222 — 20 +32—377 =222+ 42+ 6

Vamos a ver donde —2z2 + 4z + 6 > 0. En primer lugar buscaremos las raices y

con ellas construiremos la tabla para estudiar el signo de la funcion.
—22> +4r+6=0=2"—-22—-3=0

m_2i«/4+12_2ﬂ:4{ z=3
B 2 2

r=-1

Vamos a estudiar el signo de la funcion:

| (—00,~1) | (=1,3) | (3, +o0)
—222 + 41+ 6 ‘ — +

Luego el determinante es positivo en (—1,3).

2.1.3. Calcular todas las matrices X tales que AX + B = X, donde

(1) )

(Septiembre 01)
- Solucién:
Empezaremos por despejar la X y después realizaremos las operaciones que sean

necesarias:
AX+B=X=—=AX-X=-B=—=(A-)X=-B=X=(A-1)""-(-B)

El ultimo paso s6lo podemos hacerlo si la matriz A — I es regular, cuestion que

veremos a continuacién.

()=
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Es evidente que esta matriz es regular, pues su determinante es distinto de cero.

Vamos a calcular la inversa. Supongamos que dicha matriz es:

(A—1)' = ( vy )
z t
Dicha matriz cumplira:

(1) (1) ()=

Por tanto, sustituyendo tenemos:

e () (31)-(4 )

2.1.4. Calcular la matriz X tal que AX = B, donde

(1) =3

S =
~__—

[\)

(Junio 02)

- Solucién:

Como la matriz A es invertible (pues |A| = 1 # 0) podemos despejar la matriz X

multiplicando por la izquierda por la inversa de A.
A-X=B=—A"1 A X=A"1'"B=X=A4"'B

Vamos a calcular la inversa de A.

r=1

1 2 1 2 = = —
Ty o\ _ 0 . r+y=0=—y 2
z 1 0 1 0 1 z=10

2z4+t=1=t=1

En consecuencia:

v (0 7) (53)-(57)
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2.1.5. Calcular dos nameros naturales a,b menores que 10 y tales que la

siguiente matriz A tenga rango 2:

= Ot N
Qo

2
0
3
(Junio 03)

- Solucién:

Es evidente que Rg(A) > 2, pues

2
. ‘ = 10 # 0. Calculemos el valor del |A].

2 2 b
|[Al=]10 5 a |=10b+ 6a— 15b —2a = —5b+ 4a
3 1 b

Los ntumeros que buscamos tienen que ser naturales, menores que 10 y anular

el determinante. Por tanto:

4
—5b+4a:0=>4a:5b:>b:€a

Esto solo es posible sia =5y b= 4.

2.1.6. Definir el producto de matrices. Dar un ejemplo de dos matrices

A, B con 2 filas y 2 columnas, tales que A- B no coincida con B - A.

(Septiembre 03)

- Solucién:

La parte tebrica puede encontrarse en cualquier libro.

Lo mas natural seria que al elegir dos matrices el producto no sea conmutativo.
Vamos a encontrar dos matrices que cumplan lo que piden y vamos a comprobar que

asi ocurre. Tomamos las matrices:

(2)(23)

Realicemos ambos productos para ver que no coinciden:

(1)) (5 )
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()

2.1.7. Determinar todas las matrices X tales que A-X = X - A, donde:

(Junio 04)

- Solucién:

Supongamos que nuestra matriz X tiene la forma:

(1)

Siendo A como es tenemos que:
1 1
A.X = a b _ (@ +c b+d
1 1 c d at+c b+d
X.A— a b 1 1 _ [ @ +b a+b
c d 11 c+d c+d
Buscamos que A- X = X - A, por tanto igualando tenemos:
atc b+d )\ ([ a+b a+bd
atec b+d ) \ c+d c+d
De lo que deducimos que:

d+c=d+b=c=b

f+rd=a+p=a=d
at+f=¢+d=a=d
b+d=c+d=c=0b

Por tanto la matriz X buscada tiene la siguiente forma:

(1)
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2.1.8. Hallar una matriz con tres filas y tres columnas que tenga tres
elementos nulos y tal que ninguno de sus menores de orden dos

sea nulo.

(Junio 04)

- Solucién:

Il
= = O
— O =
S = =

2.1.9. Definir el concepto de rango de una matriz. Dar un ejemplo de

una matriz con 3 filas y 4 columnas que tenga rango 2.

(Septiembre 04)

- Solucioén:
La parte de teoria se puede consultar en cualquier libro.

Para el segundo interrogante basta con coger las dos primeras filas que den rango

2 y la tercera sea combinacién lineal de estas dos, por ejemplo, la suma de las dos:

1 3 2 0 1 3 2 0
X = -1 1 0 3 = -1 1 0 3
1-1 341 240 043 0 4 2 3

2.1.10. ;Puede aumentar el rango de una matriz cuadrada de 3 filas
al sustituir un coeficiente no nulo por 07;y permanecer igual?.

Justificar las respuestas.

(Septiembre 04)

- Solucién:
En ambos casos la respuesta es SI. Veamoslo con un ejemplo.

En el primer caso, supongamos una matriz de rango 2 en la que la tercera fila sea
suma de las dos primeras. si en la tercera fila cambiamos un ntimero por cero es posible

que el rango sea tres. Veamos un ejemplo:

I
=W =
w = N
ot N W
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Esta matriz tiene rango 2, mientras que la matriz A’ que mencionamos a continua-

cidén tiene rango 3:

A= — |A/| = =16+27T—12—-6#£0

I N
w = N
S NN W
N N
w = N
S N W

En el segundo caso veamos el ejemplo:

I
_ o= O
=
S~ =

Esta matriz tiene rango 3, pues |[A| =2 #0

Ademas si cambio un 1 por un 0, como en el ejemplo que sigue, tenemos:

A=

— = O
=
o = O

que también tiene rango 3, pues |A'| =1#0

2.1.11. Sea A una matriz cuadrada tal que A2 = A + I, donde I es la

matriz unidad. Demuestra que la matriz A es invertible.

(Junio 06)

- Solucién:
Una posible manera de resolverlo es comprobar que la matriz B = A — I es la

inversa de A. Vamos a comprobarlo.
A B=A-(A-D=A2-—A=A+T-A=1

B-A=(A-1)- A=A - A=A+T-A=1

Luego la matriz B asi construida es la inversa de A y por tanto A es invertible.
Otra forma de resolverlo seria la siguiente:

Tenemos que A2 = A + I, por tanto:
A2 A=T=AA-1)=1

Como ambas matrices son iguales, sus determinantes son iguales y operando llega-
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mos a lo que queremos.
[A(A=D)| =] = [A[|[A-I|=|I|=1

En consecuencia ninguno de los factores puede ser cero al ser el producto 1 y de

ahi deducimos que |A| # 0 = A es invertible.

2.1.12. Escribe un ejemplo de una matriz de rango 2, con 3 filas y 4

columnas, que no tenga ningin coeficiente nulo.
(Septiembre 06)
- Solucién:

Basta con tomar las dos primeras filas linealmente independientes sin coeficientes

nulos y sumarlas para obtener la tercera, como por ejemplo

1 2 3 4
5 6 7 8
6 8 10 12

2.1.13.

a) Calcula el rango de la matriz A, segin los valores del parametro a

W N =

2
4
6

O O W
—_
o 08

b) Escribe las propiedades del rango que hayas usado.

(Junio 07)
- Solucién:

a) Es evidente que las columnas 2* y 3* son proporcionales a la primera, luego
como mucho el rango sera 2. De igual manera las filas 2% y 3% son proporcinales

3
(F5 = §F2), por tanto el iinico menor que puede dar distinto de cero es:

1 a
=8—-2a=0=—=a=4

En consecuencia:
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-Sia=4=— RgA=1
-Sia#4= RgA=2

b) Mirar en un libro, aunque ya se razoné en el apartado anterior.

2.1.14. Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

a) Si sabemos que el determinante de la matriz 24 es |24| = 8. ;Cuanto
vale el determinante de A? Escribe la propiedad de los determinantes

que hayas usado para obtener este valor.

b) Calcula para qué valores de z se cumple que [2A]| = 8, siendo A la
matriz
x 1 1
A= z+1 2 2
T 2—x 1

(Septiembre 07)

- Solucién:

a) La matriz 2A se obtiene multiplicando cada fila por 2. Como son tres sus filas

tenemos:

24] = 2° - ||

En consecuencia tenemos |A| = 1.

La propiedad que hemos usado es aquella que dice que si multiplicamos todos los
elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada por un mismo nimero,
el determinante de la matriz resultante es el producto de dicho nimero por el

determinante de la matriz original.

b) Segun lo anterior |A| = 1. Ahora bien

x 1 1
x+1 2 2 |=2r4+2z+(z+1)2—2z)—2x—(z+1)—-22(2—12) =
T 2—z 1

=% +204+2+2-2>—ax—-20—ax—1—-4dx+22>=2>—-22+1
En consecuencia:

Al =2 -2z +1=1=2>-22=0
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z=0
2(r—2)=0=

r—2=0=—x=2

2.1.15. Calcula la matriz X tal que A%2X = A, donde
1 2
A =
1 1

- Solucién:

Vamos a empezar por calcular A2

cean () (11)-(2)

(Septiembre 07)

Es obvio que la matriz resultante es regular, pues su determinante vale 1.

Mi ecuacion es:
3 4 1 2
X =
2 3 11
34\ [1 2
X = .
2 3 11
Vamos a calcular primero la inversa:

o) () (s )

Luego:

En consecuencia:
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2.1.16. Determina el rango de la matriz A segin los valores de b:

-1 2 b
A= b -3 -1
0 2 1
(Junio 08)
- Solucién:
Vamos a resolver el determinante de orden 3 e igualaremos a cero.
-1 2 b
b b—3 —-1|=—(b-3)+2*—-2b—2=—-b+34+20*—-2b—2=2b>-3b+1=0
0 2 1

Resolviendo la ecuacion tenemos:

3+1 1
y_3EVI-8 3%l 4
4 4 3-1 2 1
4 42
Por tanto:
. 1
w Sib#1, 5 el rango es 3.
= Si b =1 la matriz es:
-1 2 1
1 -2 -1
0 2 1

En este caso el rango es 2, pues las dos primeras filas son linealmente dependientes

y la 2% y 3® son linealmente independientes.

1
= Sib= 3 la matriz es:

O N =

En este caso el rango también es 2 pues las filas 2* y 3* son linealmente inde-

pendientes y no puede ser tres al anularse el determinante.
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2.1.17.
a) Define el concepto de rango de una matriz.

b) Determina razonadamente si la tercera fila de la matriz A es combi-

nacién lineal de las dos primeras

(Septiembre 08)
- Solucién:

a) La respuesta a este apartado puede encontrarse en cualquier libro de texto.

b) Dada la matriz

11 1
A=11 2 -1
2 1 1

vamos a ver si existen a y b distintos de cero tal que:
(2,1,1) = a(1,1,1) + b(1,2, —1)

De aqui obtenemos el siguiente sistema:

+ b = 2
a + 2b =
- b =1

De las ecuaciones 1* y 3% deducimos:

b =
@+ :>2a:3:>a:§
a — b = 2
3 1
Por tantob=2— = = =
or tanto 5= 3

Si estos valores cumplen la segunda ecuacion tendriamos que si es dependiente de

las dos primeras, en caso contrario seria independiente. Sustituimos y tenemos

| W

5
f§¢1

NN

+
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Luego la tercera fila es independiente de las dos primeras.

2.1.18. Sea A una matriz cuadrada de orden 3. Sabemos que el determi-

a)
b)
c)

d)

e)

nante de A es |A| = 2. Calcula los siguientes determinantes:
|24].
a1
|A- A!| (At es la traspuesta de la matriz A).

Determinante de la matriz obtenida al intercambiar las dos primeras

columnas de A.

Determinante de la matriz que se obtiene al sumar a la primera fila

de A la segunda multiplicada por 2.

(Junio 09)

- Solucién:

2)

La matriz 24 es aquella que se obtiene multiplicando cada elemento de A por 2.
Ademsés hay una propiedad de los determinantes que afirma, que si multiplicamos
los elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada por un nimero no
nulo, el determinante de la matriz queda multiplicado por dicho ntimero.
En consecuencia, como todas las filas estdn multiplicadas por 2 y la matriz A es
de orden 3,

24| = 2% . |A| =8-2=16

Sabemos que |A - B| = |A| - |B|. Ademés, A- A~! = I cuyo determinante vale 1.
Por tanto,
4 A7 =1 = A7 Al =15 [A7 = o =
Al 2

Aplicando la misma propiedad anterior y otra que dice que |At| = |A],
|A- A = |A]- |AY] = AP =4
Hay otra propiedad de los determinantes que dice que si intercambiamos dos filas

o columnas de una matriz, el determinante de dicha matriz cambia de signo.

Por tanto el determinante buscado vale —2.
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e) Hay otra propiedad que dice que si a una fila o columna le sumamos una combi-
nacién lineal de las demas paralelas, su determinante no varfa. En consecuencia

el determinante de esta nueva matriz sigue siendo 2.

2.1.19. Determine el rango de la matriz A siguiente segiin los valores del

parametro b:

0 b b
A= 1 0
b -2 0

(Junio 09)

- Solucién:

Para estudiar el rango vamos a calcular el determinante de la matriz.

0 b b B
[Al=]1 0 1|=0"-20=0=0bb—-2)=0=]|
-2 0 B

Luego:
= Sib#0,2= RgA=3

= Si b = 0 la matriz resultante es

0 0 O
A=11 0
0 -2 0
En este caso RgA = 2, pues el menor 5 | = —24£0
= Si b =2 la matriz resultante es
0 2 2
A=11 0
2 -2 0
En este caso RgA = 2, pues el menor ‘ =-2#0
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2.1.20. Considere las matrices:

1 T 0
A= -2 ,B:(l 2 2),X: vy [,o=1 o
-1 z 0

a) Diga razonadamente cuél es el rango de la matriz A - B.

b) Clasifique y resulva el sistema de ecuaciones:

A-B-X=0

(Septiembre 09)
- Solucién:

a) Por definicion, el rango de A - B, tiene tantas filas como A y tantas columnas

como B. Por tanto es una matriz cuadrada de orden 3.

b) Veamos cuél es la matriz A - B.

1 1 -2 2
A-B=| -2 (1f2 2): 2 4 4
-1 -1 2 =2
El sistema sale de:
1 -2 2 T
A-B-X=0= -2 4 -4 |-l y|=
-1 2 =2 0
Por tanto es:
r — 2y 4+ 2z =0
—2x 4+ 4y — 4z
- + 2y — 2z =0

Es obvio que se trata de un sistema homogéneo, luego ya sabemos que es com-
patible. Ademaés es facil observar que las ecuaciones segunda y tercera son pro-
porcionales a la primera, luego podemos eliminarlas y quedarnos sélo con la

primera.

Tengo pues un sistema compatible con una ecuacién y tres incognitas, luego es

compatible indeterminado y ademés voy a necesitar dos parametros.
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Para resolverlo voy a transformar en parametros las incognitas y y z. Entonces

tenemos:
r—2y+22=0 r= 2a — 20
Y=« = y= «
z=0 z = I6]
1 1 1
2.1.21. Considere la matriz A = a b ¢
2 b 2

a) Calcule el determinante de A y compruebe la igualdad
|A] = (b—a)(c—a)(c—b)

b) ;Qué relacién debe existir entre a, b y ¢ para que el rango de la matriz

A sea igual a 17 Justifique la respuesta.

(Septiembre 09)

- Solucién:

Este determinante es conocido como determinante de Vandermonde.

1 1 1 (FQ:FQ—aFl) 1 1 1
= —a?
Al = a b Bl g y_a c—a =1-A;; =
a? b 2 0 v¥—a? 2—a?
b—a c—a 9 o 5 B
= 2 2 =(b—a)(c* —a®) — (c—a) (b* —a?)

= (b-a)c-a)(cta)—(c—a)b—a)b+a)=

= (b-a)lc—a)[lc+a)=(b+a)] = (b—a)(c—-a)(c-b)

Vamos a responder al segundo apartado.
Es obvio que RgA = 1 por la primera fila. Para que sea so6lo 1 las otras dos filas
tienen que ser dependientes de ésta, es decir, tienen que ser proporcionales a ella. De

aqui deducimos que a, b, y c tienen que ser iguales.
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2.2. Sistemas de ecuaciones

2.2.1. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales ho-
mogéneo es M. Hallar un sistema equivalente tal que todos los
elementos de la diagonal principal de la nueva matriz asociada

sean nulos:

N = O
= o= W

(Junio 00)

- Solucién:

Vamos a aplicar el método de Gauss para hacer los ceros que nos piden.

-1 0 3 -1 0 3 -1 0
3 1 1 F3=F3—F5 3 1 1 Fo=F>—F3 6 O 1
0o 2 1 -3 1 0 -3 1
0 -1 9
F1=3F,—F; 0 1
-3 1 0
La matriz buscada es:
0 -1 9

I
| =
w
= O
o =

2.2.2. Dar un ejemplo de un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 in-

cognitas que sea incompatible.

(Junio 00)

- Solucién:

r+y+z=1
T+y+z=2



88 2. Algebra

2.2.3. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segin el para-

metro a:
(a —3)x + 4z = 2
T — 2z = -1
—x + ay + 2z = a
(Septiembre 00)
- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

a—3 0 4 2
1 0 -2 -1
-1 a 2 a

Vamos a empezar por estudiar el rango de la matriz de los coeficientes:

a—3 0 4
1 0 —2 |=4a+2a(a—3)=4a+2a* —6a=2a*>—2a
-1 a 2

Igualando a cero resulta:

=0
2a22a—0:>(2a2)a—0:>{ ¢
a =
Vamos pues a estudiar cada caso.

s Sia#0,1 = RgA = RgA’ =3 =n° de incognitas = S. C. Determinado.

= Si a = 0 la matriz que resulta es:

-3 0 4 2
1 0 —-2|-1
-1 0 2 0

Las filas segunda y tercera hacen que el sistema sea incompatible.
= Si a =1 la matriz que obtenemos es:

-2 0 4 2
1 0 -2|-1
-1 1 2 1
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Vamos a estudiar el rango de A y A’ para ver como seria.
Es evidente que el rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues tenemos:

1

=1#0
-1 1 #

Vamos a ver que pasa con la matriz ampliada. Su rango es igual a dos, pues las

filas primera y segunda son proporcionales.

Por tanto el sistema es compatible indeterminado, pues

RgA =2 = RgA’' < 3 =n° de incognitas

2.2.4. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segiin el valor

del parametro a:

ar — ay + az a
(3 —2a)z 1
xr + (a—1)y =0
(Junio 01)
- Solucién:
La matriz asociada a nuestro sistema es:
a —a a a
A= 0 0 3—2a |1
1 a—-1 0 0
Veamos donde el determinante de la matriz de los coeficientes es cero.
a —a a
0 0 3-2a|=-a(3-2a)—a(a—1)(3—2a) = —3a+2a*—(3a*—2a>—3a+2a?) =
1 a—1 0

2 _ =
_ 2 9.2 3 0.2 _ o3 o2 _ a==0 A
=364+ 2a° —3a° +2a° + 34— 2a° =2a° —3a° =0 = 3
20-3=0=—a=7

Por tanto:

3
= Sia#0, 3 = RgA = RgA’ = 3 = n° incognitas = Sistema Compatible

Determinado.
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» Sia =0 la matriz es:

0 0 010
A= 0 0 3|1
1 -1 010

Como la primera fila es entera de ceros, y es evidente que hay menores de orden

2 distintos de cero, por lo que tenemos que:

RgA =2 = RgA’ < n° incognitas = Sistema compatible indeterminado.

. 3 .
m Sia= 5 la matriz que resulta es:

3.3 33
2 2 2|2
A=l0 0 o1
1 Lo

2

Como la segunda fila crea una imposiblidad tenemos que el sistema es incompa-

tible para dicho valor.

2.2.5. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segin el valor

del parametro a:

(Junio 02)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

0 a a+1|a
a O 1 a
1 0 a a

Vamos a empezar por estudiar el rango de A, ya que es una matriz cuadrada.

0 a a+1
3 2 a=0
a 0 1 =a—a"=0=0a(l-0a)=0=
10 l1-a>=0=a=+1
a
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Luego:
-Sia#0,1,—1 = RgA =3 = RgA’ = n° incognitas = S. C. Determinado.

- Si a = 0 la matriz que nos queda es:

0 0 1]0
0 0 1]0
1 0 010

El sistema es compatible por ser homogéneo. Ademas la 1* y la 2 fila son iguales
y hay un menor de orden dos que es distinto de cero (formado por las filas 1 y

3, v las columnas 1 y 3). Por tanto el RgA = 2. En consecuencia:

RgA =2 = RgA’ < 3 =n° incognitas = S. C. Indeterminado.

- Sia =1 la matriz es:

01 2|1
1 0 11
1 0 11

Las filas 2* y 3% son iguales, pero hay un menor de orden dos que es distinto de
cero (formado por las filas 1 y 2, y las columnas 2 y 3). Por tanto el RgA = 2.

Veamos el rango de la ampliada.

S O =
— =N
— =
Il
—_
|
—_

Il
o

Luego el RgA’ = 2 y por tanto:

RgA =2 = RgA’ < 3 = n° incognitas = S. C. Indeterminado.

- Si a = —1 la matriz resultante es:

Es facil observar que las filas 2* y 3% son incompatibles, luego el sistema, para

este valor, es incompatible.
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2.2.6. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales ho-
mogéneo es M. Hallar un sistema equivalente tal que los tres coe-
ficientes que estan por encima de la diagonal principal de la nueva

matriz asociada sean nulos:

0 1 -1
M= -1 0 2
0 4 4

(Septiembre 02)

- Solucién:

Vamos a conseguir los ceros que nos piden utilizando el método de Gauss.

0 1 -1 -1 0 2 -1 0 2
10 2 | BBl o1 o | EEREEL o 1
0 4 4 0 4 4 0 0 8
-4 0 0
w} 0 8 0
Fo=8F5+F3
0 0 8

Esta seria la matriz asociada al sistema buscado.

2.2.7. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segiin los valo-

res del parametro a:

ay + az =0

dr — 2y + az =a

(Septiembre 02)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

0 a al0
1 0 110
4 =2 ala
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Vamos a ver el determinante de la matriz de los coeficientes:

0 a
[Al=|1 0 1 |=4a—2a—ad*=—a*+2a
4 =2 a

Igualando a cero obtenemos los valores que anulan el determinante.

2 a=
—a°+2a=0=
a =

En consecuencia tenemos que:

» Sia#0,2 el sistema va a ser compatible determinado.

s Sia =0 la matriz asociada es:

0 0 010
1 0 110
4 -2 010

Se trata de un sistema homogéneo. Tiene una fila de ceros, luego el rango no
0

puede ser tres y ademas = —2 # 0. Por tanto el sistema es compatible

indeterminado y necesita un parametro.

RgA = RgA’ = 2 < 3 = n° de incognitas.

= Si @ = 2 la matriz queda:

0 2 2|0
0 1|0
4 -2 2|2
. . 2
El rango de la matriz de los coeficientes es dos, pues 0 ‘ =-2#0.
En cambio la matriz ampliada tiene rango tres, pues
0 2 0
1 0 0|=-4#0= RgA=2+#3= RgA’
4 -2 2

Por tanto el sistema para este valor es incompatible.
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2.2.8. Determinar el valor del parametro a para que las siguientes ecua-

ciones lineales sean linealmente dependientes

r + y + =z =1
3 + 2y + =z =1
y + 2z =a

(Junio 03)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

S W o=
— N =
SO S
Q = =

Para que ocurra lo que nos piden, el sistema ha de ser compatible indeterminado,

es decir, RgA = RgA’ < n° de incoégnitas. Veamos cuanto vale el rango de A.

- RgA > 2 pues 5 =—-1+#0.

- RgA = 2 pues:
1 1 1
3 2 1|=443-6-1=0
01 2

Por tanto se producira lo que piden si el RgA’ = 2, es decir, si

=2a+3—-3a—1=—-a+2=0=—=a=2

o

Il
S W =
— N =
Q V=

2.2.9. Dar un ejemplo de una sistema de 3 ecuaciones lineales con tres
incégnitas que sea compatible e indeterminado. Interprétalo geo-

métricamente.

(Septiembre 03)
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- Solucién:

Un ejemplo valido es:

r + y + z =1
20—y =3
3z + z =4

En este ejemplo hemos elegido dos ecuaciones independientes y la tercera la hemos

obtenido sumando las dos primeras.

Geométricamente hablando pueden existir varias posibilidades.

- Pueden ser tres planos que se cortan en una recta (para ejemplo vale el anterior).
- Pueden ser también tres planos coincidentes (tres ecuaciones proporcionales).

- Pueden ser dos planos coincidentes y otro que los corte (dos ecuaciones propor-

cionales y una independiente de ellas).

2.2.10. Determinar un valor del parametro a para que el siguiente siste-

ma de ecuaciones lineales sea compatible e indeterminado.

+y  +z a
-y 4z =1
-3y +z =0
(Junio 05)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema sera:
1 1 1|a
A=]11 -1 1|1
1 -3 110

Vamos a estudiar el rango de la matriz de los coeficiente y despues veremos la
ampliada.
1 1
-1
Ademas el RgA = 2, pues las columnas primera y tercera de la matriz de los

- RgA > 2 pues tenemos que =-1-1=-2+#0

coeficiente son iguales.
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Para que el sistema sea compatible e indeterminado la matriz ampliada tiene que

tener rango 2, es decir,

1 1 a
1 -1 1|=1-3a+a+3=-2a+4=0=—=a=2
1 -3 0

2.2.11. Dar un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones lineales con tres

incognitas que sea incompatible. Interprétalo geométricamente.
(Junio 05)
- Solucién:

Tenemos varias opciones. Por ejemplo, podemos considerar dos planos paralelos y

uno que corte a ambos.

r +y +z =3
r 4y +z =95
20 —y +z =3

En este ejemplo, las dos primeras ecuaciones representan planos paralelos y la
tercera corta a los dos. Es obvio que no tienen ningtn punto en comin, por lo que el
sistema es incompatible.

Otra opcion es coger dos planos que se corten, sumar sus ecuaciones (con lo que
obtendriamos un plano que se corta en la misma recta que los anteriores) y al resultante
cambiarle el término independiente, con lo que obtenemos un plano paralelo al dltimo
que no pasaria por la recta de corte de los dos planos, y con ello no tendrian ningin
punto en comin.

r +y 4z =3
2c -y +z =3
3x +2z =8
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Otra posibilidad son dos planos coincidentes y uno paralelo, o bien tres planos

paralelos.

2.2.12. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

y - z
x —z =y
+z x
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:

-1 1 -110

A= 1 -1 —-110

-1 1 1 |0

(Septiembre 05)

Se trata de un sistema homogéneo, luego es compatible. Veremos cuanto vale el

RgA para decidir si es determinado o indeterminado.

Es evidente que RgA > 2 pues

1 -1

=—1-1=-1#0
-1 -1 #

Veamos cuanto vale el |A|.

A= 1 -1 -1|=1+41-141-1-1=0
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Luego resulta que el RgA = 2 = EIl sistema es compatible indeterminado y
necesita un parametro.

Vamos a resolverlo:

Hacemos © = A. Para eso usamos las filas que dan rango 2 y resolviendo por

reduccién tenemos:

—z —

AN

\
O
N

I

X
X
0
z =0

Siz=XA;2=0=y=A\

Por tanto la solucion es (A, A, 0).

2.2.13. Dar un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas que

sea compatible e indeterminado. Interpretarlo geométricamente.

(Septiembre 05)

- Solucién:

El sistema seréd compatible cuando los rangos de la matriz de coeficientes y la
ampliada coincidan y serd indeterminado cuando éste sea menor que el ntimero de
incognitas. En nuestro caso ocurrird cuando el rango de la matriz de los coeficientes
valga 1 6 2. Por tanto, o bien tomamos dos ecuaciones linealmente independientes
y las sumamos (RgA = 2), o bien cogemos una ecuacion y la repetimos dos veces
multiplicada por distintos nimeros (RgA = 1). También vale para el primer caso dos
ecuaciones proporcionales y una que sea linealmente independiente con ellas.

Valdrian como ejemplo los siguientes:

Para RgA = 2 tendriamos:

2c + 3y — 2z =3
r — y + =z =4
3. + 2y — 2z =7
Para RgA = 1 nos vale:
2 4+ 3y — 2z =3
dc + 6y — 4z =6
-2z — 3y + 2z =-3

Geométricamente el primer caso representa tres planos que se cortan en una recta,

o dos coincidentes y uno que los corta y el segundo tres planos coincidentes.
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2.2.14. Discute el sistema de ecuaciones lineales

r + 2y — z = 2
z + (1+by - bz = 2b
z + by + (1+bz = 1
segun los valores de b.
(Junio 06)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:
1 2 -1 |2

1 1+b —b |2b
1 b 1+b6] 1

Vamos a calcular el determinante de la matriz de coeficientes para realizar el estu-
dio.

1 2 -1
Al=1{1 14+b —b |=(14+b)>-20—b+(1+b)—2(1+b)+b* = {+b*+26—26—F+ )+
1 b 1+b

+P—F 204+ =20>—2=0=0b=0yb=1

Luego:

s Sib=# 0,1 = El sistema es compatible determinado.

= Si b =0 la matriz quedaria:

1 2 —-1]2
11 010
10
En este caso tenemos que RgA = 2 pues
1 2
. =1-2=-1+#0
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Veamos cuanto vale el RgA'.

—_ = =
S =N

2
0[=1-2-2=-3#0
1

Por tanto RgA = 2 # 3 = RgA’ = El sistema es incompatible.

= Si b=1 a matriz quedaria:

1 2 —-11(2
1 2 —-11(2
11 21
En este caso RgA = 2, pues
1 2
) =1-2=-1+#0

y a su vez coincide con el RgA’, ya que la primera y la segunda fila coinciden.

Por tanto RgA = 2 = RgA’ < 3 = n° de incognitas => El sistema es compatible

indeterminado y necesita un parametro para su resolucion.

2.2.15. Resuelve el sistema de ecuaciones lineales

T —z =1
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:
1 2 —-1]1
1 1 —-1]1
1 0 —-1]1

Vamos a resolverlo por el método de Gauss, pues parece comodo.

12 -1|1 1 2 —1]1
11 —1]1 | 2=l 0 21 0o
F3=F5—F,

1 0 —-1]1 0 -2 010

(Septiembre 06)
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Las filas segunda y tercera son proporcionales, luego sobra una y el sistema es
compatible indeterminado.

De la segunda ecuacion deducimos que y = 0. Si en la primera ecuaciéon sustituimos
y = 0 y hacemos z = ) resulta:

r—A=1l=2x=1+A
Por tanto la solucién del sistema es:

z = 1 + A

2.2.16.
a) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius.

b) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, segun los valores
del parametro a:

r 4y +z =a
r 4y H4az =1
r +ay +z =1

(Junio 07)
- Solucién:

a) Es teoria que podemos encontrar en cualquier libro.

b) La matriz asociada al sistema es:

— =
Y-
— Q
— =9

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficiente:

_ = =

1 1
1 al=1+a4+a—-1-a*>-1=—-a’+2a—1
a 1

Igualando a cero resulta:

—a®’+20-1=0=0d>-2a+1=0=a=1
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Luego:

e Sia # 1 el sistema es compatible determinado.

e Si a =1 la matriz queda:

—_ = =
—_ = =
—
—_ = =

y el RgA =1 = RgA’ < n° de incognitas = El sistema es compatible

indeterminado (necesita dos parametros)

2.2.17. Discute, en funcién del parametro a, el sistema de ecuaciones

(NO es necesario resolverlo en ningin caso)

- + 2y + z =
ar — Yy + 2z =
2z + (a—1)z =
(Junio 08)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:
-1 2 1 1
a -1 2 2
2 0 a—112
Veamos donde el determinante de la matriz de los coeficientes vale 0:
-1 2 1
a -1 2 |=a-14+842-2a(a—1) = a—14+84+2-2a*+2a = —2a*+3a+9 =0
2 0 a-—1

Vamos a resolver la ecuacion:

~3+9 6 2

Lo 3EVOFTE 349 4 4 3
4 4 —3-9_ 12 _

— -

Por tanto:
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2
-Sia# 3’ —3 = RgA = RgA’ = 3 = Sistema Compatible Determinado.

. 2 .
-Sia= 3 la matriz resultantes es:

-1 2 1|1
2

- =1 2 ]2
s 1

2 0 —=12

3
Tenemos que RgA = 2, pues

2

- -1

3 =2#0
2 0

Vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada.

-1 2 1
2 8 36 8 28
- —2+8+2—-=2_2=2249
5 12 T8tIg =g 337
2 0 2

Luego RgA’ = 3.
De aqui deducimos que:

RgA =2 # 3 = RgA’ = Sistema incompatible.

- Si a = —3 la matriz que queda es:

Tenemos que RgA = 2, pues

—240

-3 -1
2 0

Vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada.

-1 2 1
3 -1 2 |=2+8+2+12=24#£0
2 0 2
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Luego RgA’ = 3.
De aqui deducimos que:

RgA =2 # 3 = RgA’ = Sistema incompatible.

2.2.18. Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, segiin el valor

del parametro a:

ax + ay = 0
T + z = a
-2y 4+ az =

No es necesario resolver el sistema en ningin caso.

(Septiembre 08)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

a a 0]0
1 0 1fa
0 -2 ala

Vamos a empezar estudiando el determinante de la matriz de los coeficientes:

a a O B
1 0 1|=-d*+2a=0=a(-a+2)=0=
a =
0 -2 a
Por tanto:

- Sia#0,2=— RgA = RgA’ =3 = Sistema Compatible Determinado.

- Si a = 0 la matriz resultantes es:

0
0

o = O
o = O
o O O

-2

Es evidente que sobra la primera fila. Ademas el sistema resultante es homogéneo
y por tanto compatible. También es obvio que la segunda y tercera fila son

linealmente independientes.
En consecuencia:

RgA = RgA’ = 2 < 3 =n° de incognitas = Sistema compatible indeterminado.
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- Si a = 2 la matriz que queda es:

2 2 010
1 0 112
0 —2 2|2
Tenemos que RgA = 2, pues
2 2
=-2#0
‘ 10 ‘ #

Vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada.

2
0
-2

=—448=4+#£0

S =N
NN O

Luego RgA’ = 3.
De aqui deducimos que:

RgA =2 # 3 = RgA’ = Sistema incompatible.
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Capitulo 3

(Geometria

3.1. Vectores, puntos, rectas y planos en el espacio

3.1.1. Hallar la ecuacién de una circunferencia que, siendo tangente a la
recta y = /3 x, sea tangente al eje de abcisas en el punto (3,0).
3
(Indicacién: tg60° = v/3,tg30° = %)
(Septiembre 00)
- Solucién:

La figura 3.1 nos muestra una visién del problema.

y=\3x

P(3‘,0)

Figura 3.1: Representacion detallada del problema

Vamos a utilizar propiedades conocidas de las circunferencias. Se sabe que la recta
que pasa por el centro de la circunferencia y por el punto de corte de las dos tangentes
(en nuestro caso el origen de coordenadas) es la recta bisectriz del angulo formado por

las tangentes. Como la recta y = v/3 = forma un angulo con la horizontal de 60°, se

107
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deduce que la recta anteriormente citada forma un angulo de 30° con la horizontal
(ver figura 3.1). También es obvio que el radio es perpendicular con la horizontal en el
punto de tangencia (por ser el eje de abcisas una de las tangentes), luego tenemos el
triAngulo rectangulo que podemos ver en la figura 3.1.

De aqui deducimos:

3
tg30°:%:>r=3~t9300=3% V3

Por tanto el centro es C (3, \/3) y la ecuaciéon buscada es:
5 2
(x—=3)"+ (y - \/§> =3

3.1.2. Determinar una recta que sea paralela al plano de ecuacién z +y + z = 3,
que corte a la recta de ecuaciones x = 0, z = 0, y que también corte

a la recta de ecuaciones z =1, y =0.

(Septiembre 00)

- Solucién:

Vamos a coger un plano paralelo al que nos dan. Luego vamos a cortarlo con las
dos rectas indicadas. La recta que pasa por estos dos puntos estd contenida en este
iltimo plano, por tanto es paralela al plano que nos dan y por supuesto corta a las
rectas indicadas.

Como plano paralelo vale el plano x + y + z = 1. Si cortamos este plano con las

rectas obtenemos:
= Conz=0,z=0= A(0,1,0).
= Conz=1,y=0= B(0,0,1).

La recta buscada pasa por los puntos A y B, por tanto queda definida por A(0, 1,0)
y por AB = (0,—1,1).

En forma paramétrica, la ecuacién resultante es:

3.1.3. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuaciéon z — 2y + z = 1
y que también sea paralela al plano que pasa por los puntos de
coordenadas (2,0,1),(0,2,1) y (1,—1,0).

(Junio 01)
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- Solucién:
Bastaré con coger planos paralelos a los dos que nos dan y el corte de dichos planos
sera la recta que buscamos.
Vamos a empezar por calcular la ecuacién general del plano que pasa por los tres
puntos, que denominaremos: A(2,0,1), B(0,2,1),C(1,—1,0).
Como vectores directores de este plano tomamos AB y A—C)‘, cuyas coordenadas
seran:
AB = (-2,2,0) y AC = (-1,-1,-1)
Por tanto, la ecuacion del plano vendré determinada por A, AB , AC.
r—2 -2 -1
Yy 2 -1 |=—2x—-2)+2(z—1)+2(z—1)—2y=
z—1 0 -1
=-20+4+4+22-24+22-2-2y=-20—-2y+42-2=0

Por tanto podemos tomar como ecuaciéon de dicho plano z +y — 2z + 1 = 0.

Tenemos por tanto dos planos que son:

r — 2y + z — 1 =0
r + y — 2z 4+ 1 =0

Para conseguir nuestra recta cogemos dos planos paralelos a ellos, para lo que basta

con cambiar el término independiente:

r — 2y + z — 3 =0
r + y — 2z 4+ 8 =0

Esté seria la ecuaciéon de la recta buscada.

3.1.4. Calcular un vector de médulo 1 que sea ortogonal a los vectores

de coordenadas (1,0,2) y (2,1,0).

(Junio 01)

- Solucién:
Vamos a realizar el producto vectorial de los dos vectores, pues el vector asi obtenido

serd ortogonal a los dos. Después normalizaremos ese vector y obtendremos el vector

buscado.

=4+ k-2

S

>

<y

Il
N = Sy
= O Sy
S NIy
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Luego un vector ortogonal a ambos serfa @ = (—2,4,1).
Vamos a normalizarlo. Su médulo vale |W] = /4 + 16 + 1 = v/21.

Dividiendo el vector por su médulo obtenemos el vector o buscado:

G W _ (—2 4 1)
|| V217 V217 V21

3.1.5. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacién z+2z = 2

y corte perpendicularmente a la recta de ecuaciones ¢z +y =0,y + z = 2.

(Septiembre 01)

- Solucién:

El procedimiento que vamos a seguir lo narro a continuaciéon. Nuestra recta va a
ser el corte de dos planos, uno paralelo al primero (con eso garantizamos que la recta
es paralela al plano) y el otro va a pertenecer al haz de planos que obtenemos a partir
de los planos que definen la segunda recta. De esa forma, como nuestra recta estaréa
contenida en dicho plano cortaré a la que nos dan. El plano que eligiremos sera aquel

que haga que la recta obtenida corte perpendicularmente a la dada en el enunciado.

Dicho esto nos ponemos manos a la obra. Es facil obtener un plano paralelo al que
nos dan, valdria z + z = 0. Vamos a por el otro. El haz de planos a que nos referiamos

tendria la siguiente forma:

alz+y)+y+z—2=0
Luego nuestra recta quedara definida por los planos:

Tz ]:> . Tl (3.1)

alz+y)+y+z—2 = 0 ar + (a+l)y + z =

Vamos a buscar cual es el vector director de las rectas (en funcion de «) para después

decidir cual es el perpendicular a la recta dada. Resolviendo el sistema tenemos:

T + z =0
z=A=z=-\
ar + (a+l)y + z = 2
Sustituyendo:
2 a—1
a(-N+(a+y+A=2= (a+1)y=2-A+ad=y=——+ ——)

a+l a+1
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Luego la ecuacion de la recta en forma paramétrica, en funcion de «, seré:

r = — A
2 a—1 a—1
A| =v=|-1,——,1
Y a+1 + a+1 v < a+1 )
Z = A

Vamos a encontrar el vector director de la recta que nos dieron.

=0
Tty y=A=—=zx=-A,z2=2-—)
y+z=2
x = - A

- N | = d=(-1,1,-1)
z = 2 — A

Nos falta por encontrar el valor de o que hace que @ y ¢ sean perpendiculares, es

decir, que @ - v = 0.

1 1 1
i i=(-11,-1) (-1, 1)=1+2"" 1=0=2""—0=na=
a+1 a+1 a+1

Luego, si sutituimos a = 1 en la ecuacion (3.1), la recta pedida es:

T + z =0
r + 2y + z = 2

3.1.6. ;Qué angulo deben formar dos vectores no nulos € y ¢ para que
ambos tengan el mismo moédulo que su diferencia € — v
(Septiembre 01)
- Solucién:

Queremos que:

el = 0] = |e - 3 (3.2)
Sabemos que
(::) U - W
cos (U, W T—
’ |l - ||

Si aplicamos esta tltima férmula a los vectores € — ¢ y € — ¢ tendremos:

cm@*?Qlﬁp:@ b)-(E-7) @ E+T 7207 _
’ & —dl]-|e— ] le'—d] - |e—

e 0 218 - 9] cos(€.0)
|e— ] -|e— 1
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Teniendo en cuenta 3.2 y que cos(€ — ¥, € — ¥) = 1, resulta:

) ) 2
-2 >
7 Vo = 21 cos@0) g 12 g o2 cos(@) = [ —

&

1=

o~ —~ —~
— P

g 5 1
= 2 —2cos(€,0) =1 = —2 cos(€, V) = —1 = cos(€,7) = 3

Luego el angulo buscado es:

—

(5, 17) =

wl

3.1.7. Hallar dos vectores linealmente independientes que sean ortogo-
nales al vector ¢ de coordenadas (1,1, 3).
(Junio 02)

- Solucién:
Sean © y U los vectores buscados.
Para que sean linealmente independientes basta con no ser proporcionales y para

ser ortogonales tiene que cumplirse

Uu-€=0v-€=0

Dos vectores validos para lo que buscamos serian:

i=(2,1,-1)=u-¢=(2,1,-1)-(1,1,3)=2+1-3=0
T=(1,2,-1)=7-¢=(1,2,-1)-(1,1,3) =1+2-3=0
3.1.8. La base de una piramide es un cuadrado ABCD de 2 metros de
largo y su vértice V esta situado a una altura de 3 metros sobre el

centro de la base. Calcular el dngulo que forman los planos ABV

y BCV.

(Junio 02)
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- Solucién:
Vamos a asignarle coordenadas a los puntos que nos dan. A(2,0,0); B(2,2,0); C(0,2,0)
y V(1,1,3).

Vamos a calcular los planos.

- Sea m = ABYV. Para calcular la ecuaciéon de este plano vamos a usar el punto A
—_— —_— — —
y los vectores AB y AV, es decir A(2,0,0); AB = (0,2,0) y AV = (—1,1,3).

Por tanto:
r—2 0 -1
y 2 1 |=6(x—2)4+22=6x—-124+22z=0
z 0 3

Luego la ecuacion del primer plano serd m = 3z + z = 6.
—_— — .
- Sea ' = BCV. Para calcular éste usaremos B y los vectores BC'y BV, es decir,

—_— —_—
B(2,2,0); BC =(-2,0,0) y BV = (-1, -1, 3). Por tanto:

r—2 -2 -1
y—2 0 —-1|=2246(y—2)=22+6y—12=0
z 0 3
Luego la ecuacién del segundo plano es 7/ =3y +2 =6
Vamos a calcular ahora el &ngulo que nos piden, es decir el &ngulo que forman 7 y

7. Sus vectores normales son 7 = (3,0,1) y n/ = (0,3,1). En consecuencia:

n-n'

1 1
- = = — = 84°15'39"
A viovio 10 ¢

cos =

3.1.9. Determinar si el plano 3z — 2y + 2z = 1 es perpendicular a la recta
de ecuaciones —x = 3y + 32,y + 22 = —1. Determinar también si es

paralelo a la recta que pasa por los puntos de coordenadas (1, —1,1)
y (_la _17 O)'
(Septiembre 02)
- Solucién:
Veamos lo primero.

Vamos a calcular el vector director de la recta (@) como producto vectorial de los

vectores normales de los planos que la determinan.

r + 3y + 3z =0 = n; = (1,3,3)
y 4+ 2z =-1 = n3 = (0,1,2)
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=6i+k—2]—3i=3i—2]+k=i@=(3-21)

- — —
U=mny \Nng =

O = =
— W Sy
N W I

Como el vector normal al plano era el mismo, deducimos que la recta es perpendi-

cular al plano.
Veamos ahora lo segundo. Llamemos P(1,—1,1) y Q(—1, —1,0). Por tanto la recta

—

tendra como vector director PQ) = (—2,0,—1).
—
Para ver si la recta es paralela al plano vamos a ver si 7 es ortogonal a PQ)

—
Luego no son paralelos.

3.1.10. Sabiendo que los lados de un rectangulo ABCD miden 1 y 3

— —
metros, calcular el producto escalar de los vectores CB y AD, y

— —
el modulo del producto vectorial de los vectores CB y BA.

(Septiembre 03)

- Solucién:
Vamos a asignarles coordenadas a los puntos:

D(0,0,0), A(3,0,0), B(3,1,0), C(0,1,0).

Vamos a ver paso a paso cada una de las dos cosas que nos piden calcular:

- Para hallar el producto escalar pedido vamos a calcular primero los vectores y a
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continuacién haremos el producto.

—
CB =1(3.0,0

bt (7 ’ ) ﬁcB'E:(37O’O)(—37O7O):_9
AD = (-3,0,0)

—
- Para calcular el producto vectorial es necesario calcular el vector BA, pues el

P
vector C'B ya lo calculamos antes.
—
BA=(0,-1,0)

Ahora realizaremos el producto vectorial y posteriormente calcularemos el mo-
dulo.

—

—
BABA=

S W =
O

—_—  —
Por tanto ‘CB A BA‘ = 3.

3.1.11. Determinar un plano que, pasando por el origen de coordenadas,
sea paralelo a la recta de ecuaciones x+y = 1,y+ 2z = 2, y también
sea paralelo a la recta que pasa por los puntos de coordenadas
(1,1,0) y (0,1,1).

(Septiembre 03)

- Solucién:
Para calcular el plano usaremos un punto y dos vectores. Como punto usaremos el
origen y como vectores los vectores directores de las dos rectas. Vamos a calcular estos

ultimos:

- Empezamos por la primera recta, multiplicando los vectores normales asociados

a los planos que la definen.

ik
=1 | =n =(1,1,0 . .
vy m ( ) = d=nAnz=|1 1 0 |=i+k—]
y+z=2 = ny = (0,1, 001 1

Luego el primer vector buscado es @ = (1, -1, 1).

- En la segunda recta un vector valido es:

7=(0,1,1) — (1,1,0) = (~1,0,1)
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Por tanto la ecuacion del plano es:

x Yy =z
O=| 1 -1 1l|=—<2—y—2—y=—a—-2y—=2
-1 0 1

es decir, valdria
r+2y+2=0

3.1.12. ;Qué relacién hay entre los coeficientes de las ecuaciones

axr+by+cz=d,drz+by+cz=d

de dos planos paralelos? Razonar la respuesta.

- Solucioén:

La relacion que deben guardar es:

e
X

]
| o
G\‘Q

Ello se debe a:

(Junio 04)

1. La doble igualdad implica que los vectores normales son proporcionales y por

tanto paralelos.

2. La desigualdad hace que no hablemos del mismo plano.

3.1.13. Determinar una recta que sea paralela al plano que pasa por

los puntos de coordenadas (1,1,0);(1,0,1) y (0,1,1), que también

sea paralela al plano = + 2y + 3z = 0, ¥y que no esté contenida en

ninguno de estos dos planos.

- Solucioén:

(Septiembre 04)

Para eso vamos a considerar sendos planos paralelos a los que nos dan y la recta

en que se cortan es paralela a ambos planos y no esta en ninguno.

Empezemos por calcular la ecuacion del plano que pasa por los tres puntos. Dichos

puntos son A(1,1,0); B(1,0,1) y C(0,1,1). Para hallar la ecuaciéon del plano vamos a

. —_— —
considerar el punto A y los vectores AB y AC
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— —
Los vectores son AB = (0,—1,1) y AC = (—1,0,1). Por tanto la ecuacion del plano

€es:

zx—1 0 -1

r=ly-1 -1 0 |=—@z-1)-(@y-1)—-z=—2+1-y+1l-2=0=

—zr+y+z2—2=0

Tenemos, en consecuencia, dos planos y voy a coger dos planos paralelos a ellos

para construir la recta:

Plano 1° — z+y+2—-2=0— 2+ y+ 2+ 3 = 0 (Paralelo)

Plano 2° — 2+ 2y +32=0 — z + 2y + 32 — 1 = 0 (Paralelo)
Por tanto, una recta posible es:

z+y+2z+3=0
r+2y+32—1=0

3.1.14. Hallar un vector de médulo 1 que sea ortogonal a los vectores de
coordenadas (0,1,1) y (2,1,0).
(Septiembre 05)

- Solucién:
Una forma posible es calcular el producto vectorial de los vectores y obtendremos

un vector ortogonal a ambos, después lo normalizamos y terminamos.

Vamos a llamar @ = (0,1,1) y ¥ = (2,1,0).

— =y
S = I
I
)
.
|
)
o
|
=
g
Il
—
|
\:—‘

“l\D
|
)

—

]
W=uUANT=|0
2

El vector que buscamos lo obtenemos dividiendo w entre su modulo.
@ (<1,2,-2) (-1 2 -2
W Vi+4+4 \ 373 3
3.1.15. Determina la relacién que debe existir entre a y b para que los
puntos de coordenadas (1,0,0), (a,b,0), (a,0,b) y (0,a,b) estén en un

plano.
(Junio 06)
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- Solucién:
Para que ocurra lo que nos piden los vectores AB, AC' y AD tiene que ser linealmen-
te dependientes. Veamos cuales son esos vectores e impongamos que el determinante

que los tiene como filas valga 0.

AB = (a—1,0,0);AC = (a —1,0,b) y AD = (1, a,b)

Su determinate es

a—1 b 0
a—1 0 b|=-b—b(a—1)—abla—1)=0=>}F —ab> +}* —a’b+ab=0 =
-1 a b

= ab(-b—a+1)=0

3.1.16. Determina el plano que pasa por el punto de coordenadas (1,2, 3)

y por la recta de ecuaciones z +y =1,y + 2 = 1.

(Junio 06)

- Solucién:

Vamos a llamar A al punto que nos dan. Vamos a pasar a paramétricas la ecuacion
de la recta y asi tendremos un punto (que llamaremos B) y el vector director (@) de
la misma. Para encontrar la ecuaciéon del plano usaremos A, AB , .

Hacemos y = A y nos resulta:

z+A =1 r= 1 =\
B(1,0,1)
Yy =A - Y= A — K
Atz =1 z= 1 =X “

Por tanto la ecuacion del plano es:

z—1 0 -1
y—2 -2 1 |=2@-1)+2(y—2)—2(z—-3)+2x—1)=
z—3 -2 -1
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=2r—242y—4-224+6+2x—-2=4rx+2y—22-2=0

Una ecuaciéon maés simple seria
2r+y—2—-1=0

3.1.17. Determina el plano que pase por los puntos de coordenadas

(1,0,0) y (0,1,0), y sea paralelo a la recta

r +y 4z =2
x —y +z =2

(Septiembre 06)

- Solucién:

Supongamos que nuestros puntos son A(1,0,0) y B(0,1,0).

El plano que buscamos va a quedar definido por uno de los puntos (por ejemplo
A), por el vector E y por el vector director de la recta ().

Vamos a calcular primero los vectores AB v U.
—
» AB=(-1,1,0).

s El vector @ lo obtenemos al hacer el producto vectorial de los vectores normales

a los planos que definen la recta.

+y 4z =2 n=(1,1,1 .
Y - ( ) = @ =nj A3
-y 4z =2 ng = (1,—-1,1)
Por tanto,
ik
G=mAms=|1 1 1|=i+f-k—F—f+i=2—2F=i=(20-2)
1 -1 1

Por tanto la ecuacion del plano es:

r—1 -1 2
Yy 1 0 |=—2x—-1)—2z2—2y=—-20+2—-22—-2y=0
z 0 -2

En consecuencia el plano buscado tiene ecuaciéon

r+y+2z2—-1=0
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3.1.18. Determina la relacién que debe existir entre a y b para que el
punto P = (0,a,b) esté en el punto determinado por los puntos
A=(1,0,0),B=(1,1,1) y C=(0,2,1).

(Junio 07)

- Solucién:
Vamos a empezar por calcular la ecuacién del plano. Para ello usamos como punto
A(1,0,0) y como vectores A—B>(0, 1,1)y AC = (—1,2,1).

La ecuacion sera:
r—1 y

0= 0 1
-1 2

=(@-1)—y+z-2@x-1)=2—1-y+z-22+2=—az—y+2+1

— =W

Por tanto, una ecuaciéon valida para el planoserat=x+y—2—1=0

Vamos a imponer que P € m, resultando la relacién buscada

a—b—1=0

3.1.19. Escribe un vector de médulo 1 que sea ortogonal al vector de
coordenadas (1,2,1).
(Junio 07)
- Solucioén:
Llamemos a nuestro vector (1,2, 1). Para obtener un vector ¢ ortogonal a él tiene
que ocurrir que % - ¥ = 0. Podemos tomar el vector 9(1, 1, 3), el cual es evidente que es

ortogonal a .

Ademas nos piden que sea de médulo uno, luego vamos a normalizarlo.
[l =v1+1+9=+V11
Por tanto, el vector buscado es:

o

1 —3)
IRVANRRVANI

| =
—

3.1.20.
a) Determina la posiciéon relativa de plano =z — y + 2z = 2 y la recta de
ecuaciones
r y+1l 242
2 1 -1
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b) Calcula la distancia entre la recta y el plano anteriores.
(Septiembre 07)

- Solucién:
a) Vamos a tomar el vector normal y un punto del plano.

r—y+z=2=mn=(1,-1,1)y A=(0,0,2)

Ahora veremos el vector director y un punto de la recta:
u=(2,1,-1)y B=(0,—-1,-2)

xr y+1 z+2
2 1 -1
n=2-1-—1=0 = La recta es paralela al plano o esté

Tenemos que « -

contenida en él.
Si B € 7 entonces la recta estaria contenida en el plano, pero:

0+1-2#2

Luego la recta es paralela al plano.

b) Vamos a calcular la distancia de la recta al plano.
_j0+1-2-2[ 3 34
V3

d(r,m) =d(B,m) = BVieaea

Sean @ y ¥ dos vectores ortogonales de médulo 4 y 3 respectiva-

3.1.21.

mente. Calcula el médulo de los vectores v+ ¥ y u — ¥, indicando
(Junio 08)

los resultados tedricos en que te basas para ello.

- Solucién:
Tenemos que ¥ y ¥ son ortogonales y que |@] =4 y que |7 =3

T\ @ 419 = Ve 9 =5

- Vamos a calcular el médulo de @ + .
L, o e S (2 - o N
a+a L @r - @+ 2 \la? + o +2a

- Vamos a calcular el médulo de @ — v.
@
U-7 =

- ——— (2) N S
@G0 -@-9 2 g+ -2

—~

¢mﬁ+wﬁzwm+9:5

@

i - o &
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Vamos a comentar los conceptos teédricos utilizados.

(1) Nos basamos en la definicion de médulo de un vector en funcion del producto

escalar.

(2) Usamos la propiedad que dice: “ @- @ = |a@]* .
(3) Hemos utilizado la propiedad del producto escalar que dice: “El producto escalar

de dos vectores ortogonales es cero”.

3.1.22. Sean @ y b dos vectores no proporcionales del espacio real tridi-
mensional. ;Qué relacién existe entre las direccciones de d y b
y la direccién de su producto vectorial? ;Cuanto vale el médulo

del producto vectorial de a y b?

(Junio 08)

- Solucién:

A la primera pregunta contestamos, por definiciéon de producto vectorial, que la
direccién del mismo es perpendicular a la de los dos vectores.

La segunda pregunta tiene también facil respuesta.

=|d - ’g‘ - sen ((_i, l;)

-

anb

3.1.23.

a) Determina la recta que pasa por el punto (1,1,1) y es perpendicular al

plano z +y = 1.

b) Calcula el punto donde la recta obtenida corta al plano dado z+y = 1.

(Septiembre 08)

- Solucién:
Contestaremos primero al apartado a.
Como la recta es perpendicular al plano valdra como vector director de la misma

el vector normal al plano.

T:x+y=1=7(1,1,0)
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Por tanto la ecuaciéon paramétrica de la recta es:

=1+ A
y=1+2A
z=1

Su ecuaciéon en forma continua sera:

De donde deducimos que su ecuacién general seré:

r—1 = —1 xr — =
Y — Y
z = 1 z =1
Veamos ahora el apartado b.
Para ello usaremos la ecuaciéon paramétrica de la recta y sustituiremos en la ecua-

cién del plano.

1
L+A+1HA=1= 2= 1= A= —

Por tanto, el punto buscado es:

| =

r=1-—

3.1.24.

a) Determina el plano que pasa por el punto de coordenadas (1,1,1) y

corta perpendicularmente a la recta

x—1 'y z+1

2 1 1

b) Calcula el punto donde se cortan la recta y el plano.

(Septiembre 08)

- Solucién:
Calculemos primero el plano que nos piden en el apartado a.
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Como dicho plano corta perpendicularmente a la recta, el vector director de la mis-
ma valdra como vector normal del plano. Por tanto, dicho vector normal es 7(2,1,1).

En consecuencia, la ecuacién del plano es:

2c+y+2+D=0
Como el plano pasa por el punto de coordenadas (1,1, 1), sustituyendo estas coor-
denadas en la ecuaciéon anterior podemos calcular el valor de D.

2+1+1+D=0= D=4

La ecuacién del plano buscada es 2z +y + 2z —4 = 0.
Vamos a resolver el segundo apartado.

La ecuacién paramétrica de la recta es:

T = 1 4+ 2\
r= A
z= -1 4+ A

Sustituyendo en la ecuaciéon del plano obtenemos el valor de A, y de ahi el punto

buscado.
1
2(1+2)\)+/\f1+)\74:():>2+4)\+)\71+)\74:0:>6)\:3:>)\:5

Sustituyendo el valor obtenido en la ecuacién paramétrica de la recta obtenemos

las coordenadas de dicho punto:

z= 1 + 1 = 2]

_ 1 11

y= 9 - 2 :>Q<2a2a 2)

1
= _1 - - _Z
z + 5
3.1.25. Dadas las rectas

. r+y+2=0 - r + y + z =0
| z—y+z=1 ’ | oax + 4+ bz =0

determine la relacién que debe existir entre a y b para que:

a) r y r’ sean paralelas.
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b) r y r’ sean perpendiculares.

(Junio 09)

- Solucién:
Vamos a empezar calculando unos vectores directores de las rectas y después con-

testaremos a los interrogantes que nos plantean.
Cada recta viene definida como corte de dos planos, por tanto el producto vectorial
de los vectores normales de dichos planos valdra como vector director de cada recta.

Empecemos por 7:
Los vectores directores de los planos que definen a7 sonng = (1,1,1) yns = (1, —1,1).

Por tanto:
ik

d=mAms=|1 1 1|=i+j—k—-k—j+i=2—2k=d=(2,0-2)
1 -1 1

Hacemos lo mismo con 7’ y tenemos que los vectores normales en este caso son
N

7 > _
ny = (1,1,1) y nf = (a,0,b).

Luego,
d=niAny=|1 1 1 |=bitaj—ak—bj=>bi+(a—b)j—ak= d = (b,a—b,—a)
a 0 b

Una vez calculados los vectores pasamos a contestar las cuestiones que nos plantean.

— —
a) Para que sean paralelas tiene que ocurrir que d tenga la misma direccion que d’,

es decir, sus coordenadas tienen que ser proporcionales. Por tanto
2 0 -2

i _a:> a b=a=05b

b) Para que sean perpendiculares el producto escalar de los vectores directores de

las rectas tiene que valer 0. Luego

d’-?:o;»(2,0,—2)-(b,a—b,—a):2b+2a=0:>2b=—2a:>b=—a
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3.1.26.

a) Calcule el punto de corte del plano IT: x + y =0 y la recta

T = A
z= 1 + A

b) Determine la recta s que esta contenida en el plano I y corta perpen-

dicularmente a r.

(Junio 09)

- Solucién:

Vamos a responder a los dos apartados.

a) Un punto cualquiera de r tiene la siguiente forma (A, —2, 1+ ). Vamos a sustituir
este punto en la ecuacion del plano y calcularemos de esa forma A y el punto en
cuestion.

A=2=0=>A=2

En consecuencia el punto buscado es P(2,—2,3).

b) La recta s vendra definida por el punto P calculado anteriormente (ya que corta
a1y estd contenida en IT) y como vector director el producto vectorial de los

vectores directores de r y el normal al plano II (por la misma razén anterior).
El vector nomal de IT es 77 = (1,1,0) y el director de r es d= (1,0,1).

Luego el vector director de s sera:

i j ok
G=dAii=|1 0 1 |=j+k—i=id=(-1,1,1)
1 1 0
Por tanto la ecuacion de la recta s es:
T = 2 — A
s -2 + A
z = 3 + A
v A ty=0
3.1.27. Considere las rectas r: { y = Y ys:{x y_l
T—2z=
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a)
b)

Compruebe que 7 y s son coplanarias.

Obtenga las ecuaciones de la recta que corta a r y a s, y es perpendi-

cular a ambas.

(Septiembre 09)

- Solucién:

a)

Para comprobar eso vamos a coger los vectores directores de las dos rectas y el
vector que va de un punto cualquiera de r a uno de s. Si los vectores resultantes

son dependientes, las rectas serdn coplanarias.

En la recta r es muy facil de calcular:

Vayamos a con la recta s. Vamos a pasarla a paramétricas haciendo x = a.

+ —0 7 “ 0(0,0, 1)
s T Yy - = y = o = _' » Vs
x -z =1 v=(1,-1,1)
z= -1 4+ «

El vector tercero que ibamos a calcular era el vector que va de P a (). Dicho
—
vector es PQ) = (0,0, —2).

Para comprobar que los tres vectores son coplanarios vamos a calcular el deter-

minante que los tiene como filas.

- — =R
det [u, i, P ] =
0 0 =2
Luego los vectores son dependientes y en consecuencia las rectas son coplanarias.

Dicha recta puede venir definida por:

e Punto: Punto de corte de r y s.

e Vector: 4 A T.

Vamos a calcular el punto de corte de las dos rectas. Un punto genérico de r
tendra la forma R(A, A, 1).
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Si sustituimos en s obtenemos:

= A=2
A — =
Por tanto el punto buscado es R(2,—2,1).
El vector es:
i J Ok
d=ant=|1 -1 0|=—i—k+k—j=d=(-1,
1 -1 1
Luego la recta buscada es:
x = 2 - A
7t y= -2 — A

~1,0)
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3.2. Problemas métricos

3.2.1. Calcular la distancia del punto de coordenadas (1, 1,2) al plano que
pasa por los puntos de coordenadas (1,1,0);(1,0,1) y (0,1,1).

(Junio 00)

- Solucién:
Vamos a asignarles un nombre a los puntos A(1,1,2); B(1,1,0); C(1,0,1) y D(0,1,1).
Vamos a calcular la ecuacion del plano que pasa por B,C y D. Para ello vamos a
usar B, B-C)' y BD. Empecemos por calcular los vectores, que tendrian por coordenadas
BC(0,-1,1) y BD(~1,0,1).

Por tanto la ecuacién del plano:

r—1 y—1 =z
0 -1 1|l=—(@z-1)-(y-1)—z=—2+4+1-y+1l—z=—ax—-y—2+2
-1 0 1

Por tanto vale como ecuacion t=x+y+ 2z —2 = 0.

Vamos a calcular la distancia.

H+1+2-2 2 23
dAm) =12 = 2V,
VItIi+1 V3 3

3.2.2. Calcular la distancia del punto de coordenadas (3,5,0) a la recta

que pasa por los puntos de coordenadas (0,1,2) y (0,1,1).

(Junio 00)

- Solucién:
A los puntos vamos a designarlos por A(3,5,0),B(0,1,2) y C(0,1,1). La recta
que pasa por B y C queda definida por B(0,1,2) y BC = (0,0,—1). La distancia la

calculamos por la féormula conocida.
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Luego:

V16 +9

d(A,r) = Nii

=5u

3.2.3. Definir el producto escalar de vectores y enunciar su relacién con

los conceptos de angulo y distancia entre dos puntos.

(Junio 01)

- Solucién:

Al ser una pregunta teoérica puedes encontrar la solucion en cualquier libro.

3.2.4. Calcular el area del cuadrilatero cuyos vértices son los puntos de
coordenadas (1,0,1),(2,0,2),(3,1,3) y (1,2,1).

(Septiembre 02)

- Solucién:

Para que formen un cuadrilatero tienen que ser coplanarios. Vamos a empezar por
comprobar esto. Para eso vamos a asignarles nombre a los puntos A(1,0,1); B(2,0,2) ;
C(3,1,3) y D(1,2,1) . Vamos a considerar los vectores AB = (1,0, 1);A—C>' =(2,1,2)
v AD = (0,2,0) .

S NN =

N = O

S NN =
Il
e~
\
iy
|
(an)

En consecuencia los vectores son linealmente dependientes y por tanto los puntos
son coplanarios.

La figura 3.2 nos muestra el cuadrilatero.

C(3,1,3)

B(2,0,2) Q
L D(1,2,1)

A(1,0,1)

Figura 3.2: Representacion grafica del cuadrilatero.
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Para calcular el area vamos a dividir el cuadrilatero, como observamos en la figura
3.2, en dos triangulos que serian ABC' y ACD, después calcularemos el area de cada

uno y por dltimo sumaremos las dos para obtener el area que nos solicitan.

- Area de ABC
l|— —
AABC_i'A AA ‘
i j ok
- = —
ABANAC=|1 0 1 |=2%+k—9%—-i= ABAAC = (-1,0,1)
2 1 2
Luego
2
AABcff\(71,0,1)|:f\@:§u2
- Area de ACD

—_— =

i j k o .
CANAD=|2 1 2 |=4k—4i= ACANAD =(—4,0,4)
0 2 0

Luego:
1 1
Axcp = 5 |(—4,0,4)| = 5\/32 = 2v/2 u?

Luego el area que nos pedian es:

2 5vV2
AZAABD—&-AACD:%-I—Z\@:T\[uQ

3.2.5. Determinar una constante a para que el plano de ecuacién ax +y + 2z = 2
forme un angulo de 7/3 radianes con el plano z = 0.
(Junio 03)
- Solucién:
Sabemos que la formula para hallar el angulo es:

|71 - 13|
COSU = T—=T——7
n1l - |n2|

Los vectores normales de cada plano son:

ax+y+z=2 =
z=0 ==

SIS
|

S

o
—
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Luego tenemos que

| 1
7071)‘ CL2—|—2'1

cosa = |(a,1,1)-(0,0,1)
- ¢

(a,1,1)]|
Como a = m/3, sustituyendo resulta:

1 T
— = (05— = —
a?+ 2

DN

Luego
Va2 +2=2=ad>+2=4=ad>=2=a=+V2

3.2.6. Calcular la ecuacién del plano que pasa por los puntos de coor-
denadas (1,0,0);(0,1,1);(1,2,0). Determinar la distancia del punto
(2,1,1) a dicho plano.

(Junio 04)

- Solucién:

Vamos a calcular la ecuacion del plano que pasa por los tres puntos. Para ello vamos
a considerar los tres puntos con los siguientes nombres: A(1,0,0); B(0,1,1); C(1,2,0).
Dicho esto, vamos a calcular la ecuacion del plano que pasa por el punto A y tiene

—
como vectores directores AB y AC.
—_— —
Por tanto tenemos A(1,0,0),AB =(-1,1,1) y AC = (0,2,0).

=1 Y =-2z-2z—-1)=-22—-2:42=0=2+2—-1=0

o N O

Una vez hallada la ecuacion del plano vamos a calcular la distancia del punto
P(2,1,1) a dicho plano.

C2+1-1] 2 2v2
d(P,W)—W—\ﬁ—Tf\/iu

3.2.7. Determinar las coordenadas de un punto que diste 2 unidades de

la recta
x—1 'y =z-1

1 1 -1

(Junio 05)
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- Solucién:

Basta con tomar un vector perpendicular al vector director de la recta (@) y un
punto A de la misma. Le sumamos a dicho punto un vector de modulo 2 y que tenga
la direccién y sentido del vector perpendicular calculado. De entrada tenemos que el
punto A puede ser A(1,0,1) y que el vector director puede ser @ = (1,1, —1). Un vector

perpendicular a @ puede ser ¥ = (0,1, 1), pues tenemos que:
@ 1 ¥, pues (0,1,1).(1,1,-1) =0

Falta por encontrar un vector de la direcciéon de ¢ pero de modulo 2. Por ejemplo
podemos tomar @ = (0, /2, v/2).

Con estos datos, el punto buscado es:

P=A+@=(1,0,1)+ (0,v2,v2) = (1,V2,1 + V?2)

3.2.8. Si los lados de un rectangulo ABCD miden 1 cm y 4 cm, calcular
el coseno del angulo PAC, donde P es el punto medio del lado BC:

(Junio 05)

- Solucién:
El angulo al que nos referimos viene representado en la figura 3.3

Para resolverlo vamos a asignarle coordenadas a los puntos:

A(0,0,0); B(0,0,1);C(0,4,1); D(0, 4,0); P(0,2,1).

—

El 4ngulo que buscamos seria el formado por los vectores AP = (0,2,1)y AC = (0,4,1).



134 3. Geometria

Figura 3.3: Vision del angulo

Por tanto tendriamos:

AP . AC (0,2,1) - (0,4,1) 0+8+1 9

CoOSQx = = = =
’E»’HTC‘ V022241202 442412 VA+1-V16+1 /85

En consecuencia: 9
a = arccos—— = 12°31'44"

V85

3.2.9. Si A, By C son los puntos de coordenadas (1,0,0);(0,1,0) y (0,0,1)

respectivamente

a) Calcular el area del triAngulo que forman los puntos A, By C.

— —
b) Determinar el angulo que forman los vectores AB y AC.

(Septiembre 05)

- Solucién:

a) Empezaremos por calcular el area del tridngulo. Dicho area se calcula con la
formula:
1l|— —
Ar = 5 |AB N AC|
Vamos a calcular los vectores y a realizar el producto vectorial:
— —
AB = (-1,1,0) y AC = (-1,0,1).

Por tanto:

_

BANAC =| -1

S~ Sy
=Rl
I
=]
+
E)
_l’_
.l
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En consecuencia, el area buscada es:

4 lLLDI VB
2 2

b) Vamos a calcular ahora el angulo que nos piden. para ello usamos la formula

conveniente que es:

—_— —
= ‘AB'AC‘ 14040/ 1

—_— —

cos(AB, AC) =

Por tanto:

1 o
o = arccos— = 60

_‘fTB’).‘A_c"_ V2.2 2

3.2.10. Calcula el angulo que forma el plano x4y + 2z = 0 con la recta de

ecuaciones r+y=1,y+z=1.

- Solucién:
Para hallar el angulo vamos a utilizar la formula:
| - 7]

|l - |7|

c0s(90° — ) =

(Septiembre 06)

donde u es el vector director de la recta y 77 el vector normal al plano. Vamos a

calcularlos.

» Empezemos por el plano « + y + z = 0, cuyo vector normal es 7 = (1,1, 1).

= El vector director de la recta vamos a obtenerlo haciendo el producto vectorial

de los vectores normales (7] y n23) de los planos que determinan la recta. Dichos

vectores normales son:

r+y=1=n; =(1,1,0)

y+z=1=n3=(0,1,1)

Por tanto el vector director sera:

)
— — —
U=mniA\ng =

==y

1
0

—= o =
I
+
!
|
.

=(1,-1,1)
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Por tanto el coseno del dngulo buscado es:

1(1,1,1) - (1, -1,1)] 1—-1+1] 1
900_ - - = =
cos( @) VI+T+1-y/1T+1+1 V33 3

En consecuencia:
1
90° — o = arccosy = 90° — o = 70°31'42" = o = 90° — 70°31'42" = 19°28'18"

3.2.11. Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de

corte del plano = + y + 2 = 1 con los ejes coordenados.

(Septiembre 07)

- Solucién:
Vamos a calcular las coordenadas de los vértices del tridngulo.

-EeX = (y=0;2=0) =z =1— A(1,0,0)
-EjeY= (z=0;2=0 = y=1— B(0,1,0)
-EjeZ= (x=0y=0—=2=1— C(0,0,1)

Conocidos los vértices vamos a calcular el area que nos piden. Sabemos que:

—_— —
Las coordenadas de los vectores son AB = (—1,1,0) ; AC = (—1,0,1).

El producto vectorial de ambos es:

i 7k
. Lo
ABANAC=| -1 1 0 |=i+k+]

-1 0 1

Por tanto:

El area buscada sera:
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3.2.12.
= 1 4+ A
a) Compruebe que larectar:{ y= A es perpendicular al plano
z= A

Hiz+y+2z=1.

b) Calcule los dos puntos de la recta r cuya distancia al plano II es igual

a v3 unidades.

(Septiembre 09)

- Solucién:

Vamos a responder en primer lugar al primer apartado. Para comprobar lo que nos
piden tenemos que probar que el vector director de la recta tiene la misma direccion
que el vector normal del plano, es decir, son proporcionales.

El vector director de 7 es d = (1,1,1) y el vector normal del plano Il es 7 = (1,1, 1),
luego r es perpendicular a II.

Para resolver el segundo apartado vamos a coger un punto genérico de la recta r,
que tienen la forma P(1 4 A\, A, \).

Vamos a calcular la distancia de estos puntos al plano Il e imponer que dicha
distancia valga /3.

THAFAFA—1
V3

d(P,TI) = =V3=3\=3

Por tanto tenemos que:

3x=3=X=1= P(2,1,1)
B\ =3 =
3\=-3=\A=—-1= Py(0,-1,-1)
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