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Capitulo 1

Analisis

1.1. Funciones y continuidad
1.1.1. Representar graficamente la funcién

J;Q

5
— o3 =
flo)=22" =5 —a+ o

;Cuantas raices reales positivas tiene este polinomio?

- Solucién:

Para poder representarla vamos a estudiar su derivada. Tenemos que
fl(z) =62 -2z —1

Igualando a cero resulta:

1+y1+24 1+5 | 122
12 12

622 —x—1=0= 1=

T12 7 73

(Septiembre 00)

Construimos una tabla para estudiar el signo de la derivada y conocer asi donde crece y donde

decrece y sus méaximos y minimos.

()] ()

+ - +

N /

En consecuencia:
C L U L +
- T — — —_— —
ece 0, 3 5 00
(-3:3)
- Decrece — | —=, =
2
1 7
- Maximo — (—3, )

1 41
- Minimo — | =, ——
2° 216



2 1. Andlisis

También es obvio que lim f(z) = —oco y que 11’51_1 f(z) =400
r——00 T—T00
Podemos hacer una tabla de valores para afinar la representacion, pero aqui no la pondremos.

La grafica resultante podemos verla en la figura 1.1

/)

IIJ2

Figura 1.1: Representacion gréfica de la funcion f(z) = 223 — 5 7 + 77

Para ver la dltima parte del ejercicio usaremos el Teorema de Bolzano. Sabemos que como mucho

tendra tres raices reales (pues es un polinomio de grado 3) y por los datos recabados con anterioridad

1 11 1
y mirando la grafica las raices estaran en los intervalos (—oo, —3) , (—3, 2) y (2, —i—oo). Es
evidente que hay una positiva garantizada (la contenida en el altimo intervalo) y otra negativa
(en el primero). Veamos que ocurre con la otra. Nos basaremos en el teorema de Bolzano para ir

tanteando y comprobando donde esta.

5 1 41
Tenemos que f(0) = o7 >0y f <2> =36 < 0. Por tanto la tercera raiz se encuentra en el

1
intervalo (0, 2) y es positiva.

1.1.2. Representa la grafica del polinomio
f(z) =223 + 322 — 0'2
; Cuantas raices reales negativas tiene este polinomio? ;y cuantas positivas?

(Junio 01)

- Solucién:

Vamos a hacer un breve estudio del polinomio para su representacion:
- Domf =R — Como en todos los polinomios.

- Simetria — No tiene.

Continuidad — Continua en todo R.

- Asintotas — No tiene, como le ocurre a todos los polinomios.

Corte con los ejes:

e Eje X: Al ser un polinomio de grado 3 puede cortar al Eje X en un maximo de tres
puntos. Vamos a orientarnos donde estaran usando el teorema de Bolzano.
o f(-2)=-16+12-02<0
o f(-1)=-24+3-02>0



1.1. Funciones y continuidad 3

o f(0)=—0'2<0
o f(1)=2+4+3-02>0
Por tanto corta en un punto entre (—2, —1), en otro entre (—1,0) y en otro entre (0, 1).
e Eje Y: (0,-0'2)

- Vamos a estudiar la derivada:
f'(z) = 62% + 62

Esta derivada se anula en x =0 y en z = —1. Por tanto:
| (=00, =1) | (=1,0) | (0,+20)
622 + 62 + — +
/ N /

De aqui deducimos que:

e Crece — (—00,—1) U (0,400)
e Decrece — (—1,0)
e Maximo — (—1,0'8)

e Minimo — (0, —0'2)

Su representacion grafica podemos verla en la figura 1.2

Figura 1.2: Representacion gréfica de la funcion f(z) = 223 + 322 — 02

La respuesta a las preguntas finales ya la hemos hecho cuando realizamos el estudio del corte

con el Eje X, es decir, hay dos raices negativas y una positiva.

1.1.3. Enunciar el teorema de Bolzano. Calcular, con un error menor que una déci-

ma, una raiz positiva del polinomio 2% 4+ — 1

(Septiembre 01)
- Solucioén:
La parte de teoria podemos encontrarla en cualquier libro.
Para buscar la raiz positiva que nos piden vamos a tantear utilizando el teorema de Bolzano.
Nuestra funcién es f(x) = 23+ 2 — 1 y es facil observar que la funcién es continua en todo R, y por

tanto, lo es en cualquier intervalo que cojamos. También se cumple que:

fO)=-1y f1)=1

Vamos a comenzar a tantear para “acorralar” la raiz.



4 1. Andlisis

» f(0'5) = —0'375 < 0 = La raiz esta en el intervalo (0'5,1).
» f(0'7) = 0043 > 0 = La raiz est4 en el intervalo (0'5,0'7).
s f(0'6) = —0'184 < 0 = La raiz esta en el intervalo (0'6,0'7).

La raiz, con un error menor que 0’1 esta contenida en el intervalo (0'6,0'7). Valdria cualquiera,

pero parece que por el valor que toma la funcién en ¢él podiamos tomar 0'7.

1.1.4. Enunciar el teorema de Bolzano y determinar si el polinomio 2% — 422 — 1 tiene

alguna raiz real negativa.

(Junio 03)
- Solucioén:
El teorema podemos encontrarlo en cualquier libro.
Vamos a aplicar el mismo para comprobar que la funcién tiene, al menos, una raiz negativa.
Este hecho es evidente, pues basta con comprobar que la funcién toma valores de distinto signo

en -5y 0.
- f(=5)=625—-100—1> 0.
- f(0)=-1<0.

Luego, segtn el teorema de Bolzano, como f es continua en [—5,0] y toma valores de signo

contrario en —5 y 0, entonces existe un ¢ € (—5,0) en el que f(c) = 0.

1.1.5. Enunciar el teorema de Bolzano y usarlo para probar que la ecuacién = = cosz

tiene solucién positiva.

(Septiembre 04)

- Solucién:
El teorema de Bolzano puede encontrarse en cualquier libro.
Pasamos a la segunda parte.
Consideramos la funcion f(z) = cosx — x. Evidentemente su dominio es todo R y es también

continua en todo su dominio. Ademas:
 f(0)=1-0=1>0
w f(1) =cosl —1=01999847 — 1 < 0

Por tanto, esta funciéon cumple las hipotesis del teorema de Bolzano, y segtin el mismo, tiene
que tener una raiz en el intervalo (0,1), y por tanto positiva.
Si no queremos apurar tanto podemos tomar x = 2,3, - - - en lugar de x = 1, pues como el coseno

estd comprendido entre —1 y 1, al restarle la x elegida dara negativo.
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1.2. Derivada y sus aplicaciones

1.2.1. Determinar el dominio de definicién de la funcién f(z) =z —In (2> —1) y re-
presentar su grafica, calculando los intervalos de crecimiento y los extremos

(méaximos y minimos relativos).

(Junio 00)
- Solucién:

La funcién no existira en los puntos en los que £2 — 1 < 0. Vamos a ver donde ocurre. Para ello

vamos a hacer una tabla con los puntos de corte.
P —1=0=12==+1
La tabla queda:

| (—co,~1) | (=1,1) | (1, +00)
| ‘ + ‘ - ‘ +

Luego el dominio de la funciéon es Dom f = (—o0, —1) J (1, 4+00).

Vamos a estudiar su derivada:

2 2 —1-—2z 2 —2r—1

@) =1- = -

x22—-1 x2-1 2 —1

Vamos a estudiar su signo. Para ello vamos a igualar la derivada a cero y tendremos en cuenta

el dominio antes calculado y construiremos una tabla.

2_9p—1 2++4+4 2+
i 2+ - 2‘/g:1j:\/§
5

La tabla quedaria:
| (oo, =) | (=1,1) | (1,1+Vv2) | (1+ V2, +x)
+ No existe — +
/! N /

Figura 1.3: Representacion grafica de la funcion f(z) =z — In (z? — 1)
Luego la funcién:
- Crece — (—o00,—1)J (1 + v/2, +0)

- Decrece — (1, 1+ \@)
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Hay un minimo en (1 +V2, 0.84). Para aproximar mas es bueno hacer una tabla de valores, que
aqui no haremos. También es evidente que en x = 1 y en x = —1 hay asintotas verticales, pues las

tiene el logaritmo.

-z=1— lim f(z) =400 (Por la izquierda no existe).

r—1

-z=-1— lim f(z)= 400 (Por la derecha no existe).

r——1-

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.3.

1.2.2. Definir el concepto de derivada de una funcién f(z) en un punto z=a, y

explicar su relacién con los maximos relativos de la funcién.

(Junio 00)

- Solucién:

La solucion de este ejercicio puede verse en cualquier libro.
1.2.3. Calcular la derivada en el punto z = 1 de la funcién f(z) = 2~ /?inz.

(Septiembre 00)

- Solucién:

Vamos a calcular la derivada y después sustituiremos x = 1 en la funcién obtenida.
1 1
") = —=g—3/2] —1/24
f(z) 5% nr+ .
Sustituyendo obtenemos:
' L3 —-1/2
P =—5- 17+ 172 1 =1

1.2.4. Dadas las funciones f(z) = 2? + 7 y g(z) = senxz + cosz, calcula la derivada en
x =0 de las funciones f(g(x)) y g(f(x)).
(Junio 01)
- Solucioén:
Tenemos dos formas de resolver este ejercicio. La primera consiste en calcular las composiciones

requeridas y posteriormente derivar, y la segunda en derivar aplicando la regla de la cadena. Veamos

la primera en ambas funciones:

f(g(z)) = (senx + cosx)? + 7 = sen’x + cos’x +2senzcosx + T = sen2x + 7 + 1
—_———
1

Si derivamos esta expresion tendremos:

[(fog)] (x) = [f(g(x))] = 2cos2x

Sustituyendo en x = 0 resulta:

[(fog)]" (0) = 2

Por otro lado, la otra composicién nos darfa:

g(f(x)) = sen(x?® + 7) + cos(z* + )
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Derivando obtenemos:
[(gof)] (x) = 2zcos(z® + ) — 2xsen(x? + )
Subtituyendo en x = 0 el resultado obtenido es:
[(gof))' (0) =0

Veamos ahora el otro método para la resolucién del ejercicio. Lo haremos a modo de ejemplo

solo en el primer caso. Segun la regla de la cadena
[(fog)] (z) = f'(9(x)) - ¢'(x) = 2(senx + cosz)(cosx — senx)
Si sustituimos en x = 0 nos quedaria:
(fog)]" (0) = 2(sen0 + cos0)(cosO — sen0) = 2

Obtenemos, obviamente, el mismo resultado.

1.2.5. Entre todos los rectangulos de area dada jcual es el de perimetro minimo?

(Septiembre 01)
- Solucién:
Vamos a buscar una funcién a minimizar (que dependera en un principio de dos variables) y
una igualdad que ligue las variables. En nuestro caso son:
2
P(z,y) = 2v+2y :>P($):2$+%:M
A A

= vy :>ZJ:;(1)

X

Vamos a derivar la funciéon obtenida:

4w — (222 + 24)  42? — 222 —2A 227 — 24

P'(x)

Igualando la derivada a cero obtenemos:

222 — 24

S =0=2" - 2U=0==A=r=2VA

De las dos obtenidas sélo vale la positiva. Vamos a calcular la segunda derivada para ver que

hay un minimo.

_Aw-a® = 22(22? —24)  4dad —4ad + 44z 4Ax
= = 4

P"(x) =

4 r x

Sustituyendo el valor de x obtenido tenemos:

P (V) = o

luego hay un minimo. Sustituyendo 2 = v/A en (1) podemos calcular y.

x—ﬂéy—fz—\/xz
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Se trata por tanto de un cuadrado de lado v/A.

1.2.6. Definir el concepto de derivada de una funcién f(z) en un punto z = a y

explicar su relacién con el crecimiento de la funcién.

(Junio 02)

- Solucién:

La respuesta puede encontrarse en cualquier libro.

1.2.7. Representar la grafica de la funcién f(z) = 2z + (27)~!, determinando los in-

tervalos donde es creciente.

(Junio 02)

- Solucién:
3 . 1 42241
Nuestra funcién podemos ponerla f(z) = 2z + (22)~! =2z + o = o
x x

Vamos a buscar algunos datos para poder representarla.
Es evidente que el dominio de la funciéon es Domf = R — {0}. También es obvio que tiene una
asintota vertical en x = 0, que no corta al eje X, ni al eje Y.

Vamos a estudiar la derivada.

_8z-2r—2-(42?+1) 162® —822 -2 8z%—2
B 422 N 422 C 4x?

f'(=)
Igualando a cero tenemos:

8z% — 2 9 5 1 1

Vamos a estudiar el signo de la derivada para especificar donde crece y donde decrece, asi como
los méximos y minimos, si los tiene.
| (=00, =1/2) | (=1/2,0) | (0,1/2) | (1/2,4o00)
+ — — +
/ N\ N\ /

8x? —2
42

Para afinar la representacion puede hacerse una pequena tabla de valores, viendo la representa-

cién en la figura 1.4.

Figura 1.4: Representacion grafica de la funcion f(z) = 2z + (22) !
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En cuanto al crecimiento y decrecimiento, asi como del estudio de la derivada, concluimos:

- Crece — (—00,—1/2) U (1/2, +00).

Decrece — (—1/2,0) U (0,1/2).

- Méaximo — (—1/2,-2).

Minimo — (1/2,2).
1.2.8. Representar la grafica de la funcién f(z) = 2*+2~2, determinando sus extremos
(maximos y minimos relativos).

(Septiembre 02)
- Solucién:
Nuestra funcion escrita en forma de fraccion es:

. . 1 2% +1
f(x):o:5+x75:x3+ﬁz

23
Es evidente que su dominio es Domf = R — {0}. Ademas la funcion es impar, pues:

)6 26 26
feo = = -

Vamos a ver los puntos de corte con los ejes:
- Eje X — Hacemos y = 0.

6
z° +1
73:0:>a:6+1:O:> No corta.
x
- Eje Y — Hacemos = = 0. En este caso no corta, pues x = 0 no pertenece al dominio.

Vamos a calcular la primera derivada para hallar los méximos y los minimos.

, 6x®.23 — 322 (xﬁ + 1) 628 — 328 — 322 328 — 322
y = = =

28 28 28
Si igualamos a cero resulta

328 — 322

p; =0=3"-32>=0=322(a"-1)=0=

x = 0 = No pertenece al dominio.
2 -1=0=20=1=2=4+1

Vamos a estudiar el signo de la derivada y asi podemos decidir los maximos y minimos.

| (o0, ~1) | (=1,0) | (0,1) | (1,00)

328 — 322

o + - - +

/ N N /
De aqui deducimos que la funcion tiene:
- Un méaximo en el punto (—1, —2).

- Un minimo en el punto (1, 2).
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Es facil observar que la funcién tiene una asintota vertical en la recta © = 0 y que no tiene
asintotas ni horizontales, ni oblicuas.
Puede hacerse una tabla de valores para afinar més la representacion grafica, pero no la haremos

aqui. La representacion grafica pedida podemos verla en la figura 1.5.

Figura 1.5: Representacion grafica de la funcion f(z) = 2% + 273

1.2.9. Enuncia la regla de L’H6pital y calcula el limite
lm 1 — cos(2mx)
r—1 (Qf — 1)2

(Septiembre 02)

- Solucién:

La parte teorica de la pregunta puede verse en cualquier libro. Vamos a resolver el limite.

Frsen(2rz) _ [o]

_ lim 2m2cos(2mx)
z—1 1

=272

=1
1m 0

w1

it
11m 0

2

1.2.10. Representar graficamente la funcién f(z) = ¢* — ez, determinando sus extre-
mos relativos (maximos y minimos relativos). ;Existe algan valor de z en

que f(z) sea negativo?

(Junio 03)

- Solucién:

Vamos a empezar, como siempre, por ver su dominio.
- Es evidente que el Domf = R.
- Veamos ahora los cortes con los ejes:

e Eje X. — Hacemos y = 0.

e —exr=0—=c"=exr=—=zx=1

e Eje Y. — Hacemos x = 0.

f0)=1

- Vamos a realizar la derivada, la igualaremos a cero y la estudiaremos la misma.

f@)=e"—e=0=¢c"=e=a=1
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También se puede observar de forma sencilla que no va a tener asintotas.

Para afinar la representacion vamos a hacer una tabla de valores:

| -1 01 2 3
y|3.00 1 0 195 11.93

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.6.

Figura 1.6: Representacion gréfica de la funcion f(z) = e* — ex

En cuanto al interrogante que nos hacen la respuesta es evidente viendo la grafica, pero también
puede razonarse si tenemos en cuenta que tiene un minimo en el punto (1,0). La respuesta obvia

€S no.

1.2.11. Determinar una recta tangente a la parabola y = 2 — 22 que sea paralela a la

recta de ecuacion 2z + y = 4.
(Junio 03)

- Solucién:

Como es paralela a la recta 2z 4+ y = 4 la ecuaciéon de la recta que buscamos tiene que ser de la

forma 2z + y = k y de aqui deducimos que su pendiente tiene que ser m = —2.

Vamos a ver donde tiene la funcién y = 2 — 22 una recta tangente con pendiente m = —2.
myg = fl(z)=-20=-2=2=1

Luego el punto en el que se produce la tangente es f(1) =2—-1=1= (1,1).

Por tanto, para calcular k basta con sustituir el punto en la ecuacién de la recta 2z + y = k.
2e+y=ken(l,1) =2+1=k= k=3

Luego la recta buscada es
20 +y =3
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1.2.12. Con un alambre de dos metros se desea formar un cuadrado y un circulo.
Determinar el lado del cuadrado y el radio del circulo para que la suma de

sus areas sea minima.
(Septiembre 03)
- Solucién:

Para plantear el problema buscamos una funcién a minimizar (que estara en funciéon de dos

variables) y una ecuacuén que ligue las variables. Estas ecuaciones son:

A(l,r) =I?> + nr? = Ecuacién a minimizar.
4l + 27r = 2 = 2l + wr = 1 = Ecuacion que liga las variables.
Vamos a despejar [ en la tltima ecuacion, resultando:

1—mnr
l:
2

(1.1)
Sustituyendo en la primera tenemos:

1—mnr 2 9 14+ 72r2 — 277 9 1+ 72r2 — 271 + 4mr?
A(r) = D) +7r :f—{—mﬂ = 1

(72 +4m)r? — 2mr + 1
4

Derivando la expresion obtenemos:

(7 +4m)yr — 7

A(r) = :

. [2(7r2 +4m)r — ZW] =

| =

Igualando a cero resulta:

2
A7)y —
WZOﬁ(ﬂj—l—élﬂ)r—ﬂ':Oﬁ(7T2—|—4ﬂ')r=7r:>
1
= (r+4d)r=1=r= u
m+4
Si hacemos la segunda derivada resulta:
" 72 +4n .
A'(r) = — > 0 para cualquier valor de r.

En consecuencia para el valor de r que nosotros hemos calculado la funcion tiene un minimo.

Vamos a calcular [ sustituyendo en la igualdad (1.1).

2 2 2m + 8 2r+8 w44

1.2.13. Determinar en qué puntos es negativa la derivada de la funcién f(z) = e®272.

(Septiembre 03)

- Solucién:
xT

e
Nuestra funcion es f(z) = —;. Su derivada por tanto sera:
x

e®r? — 2ze”  we®(x — 2)

/@) = -

x4 4
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Vamos a estudiar su signo. Calculamos para ello las raices del numerador y del denominador.

- Raices del numerador:

z=0.
ze®(x —2) =0= (¢ e =0 = No tiene solucion.
T—2=0=2=2.

- Raices del denominador:
r=0=2=0.

Con los valores obtenidos construimos una tabla para estudiar el signo de la derivada.

| (—00,0) | (0,2) | (2, +00)

Por tanto es negativa en el intervalo (0, 2).

1.2.14. Determinar el mayor area que puede encerrar un tridngulo rectangulo cuyo

lado mayor mida 1 metro.

(Junio 04)

- Solucién:

La figura 1.7 nos muestra la idea.

Figura 1.7: Vision gréfica del problema

Nosotros iremos moviendo la hipotenusa (lado mayor) haciendo variar z e y.
Necesitamos pues una funciéon a maximizar (el area) y otra que ligue las dos variables. Dichas

ecuaciones son:

A(z,y) = ﬂ;—y (Funcién a maximizar)

22 +9%2=1=y=+1— 22 (Ecuaciéon que liga las variables)

Por tanto, si sustituimos la y en la primera funcién obtenemos:

122 1
JIE P AL CEL L S

Vamos a derivar para ver los puntos que anulan dicha derivada. Entre estos valores se encuentran
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los méximos y los minimos.

o1 x - (—Zx) 1 1—2?—2?] 1-2a?
Al =3 1x2+z.m}2{ N ]zm

Igualando esta expresion a cero tenemos:

1 — 222
2v/1 — 22

Para ver que tenemos en ese punto un maximo vamos a estudiar el signo de la derivada a ambos

= 0= 22 41=0=’=1—=2’=- =2 =

V2
2

N | =

lados del ntimero. )
Tenemos que A’(0) = 3> 0y A'(0'8) =

En conclusién tenemos que:

/

12

< 0 y por tanto hay un maximo.

1.2.15. Si la grafica de una funcién f(z) es:

y=f(x)

representar aproximadamente la grafica de la derivada f/(z).

(Junio 04)

- Solucién:

Observando la grafica tenemos que la funcién tiene las siguientes caracteristicas:
- Crece en (—o0, —1) U (1, 4+00) — Luego ahi f'(z) > 0.

- Decrece en (—1,1) — Luego ahi f'(x) < 0.

- Tiene un méaximo en (—1,1) = f'(-1) =0.

- Tiene un minimo en (1,—1) = f’(1) = 0.

- Es convexa en (—00,0) = f”(z) < 0 = f’ es decreciente en (—o0, 0).

- Es concava en (0,4+00) = f"”(x) > 0 = f’ es creciente en (0, +00).

- Hay un punto de inflexién en £ = 0 como conclusién de los puntos anteriores, por tanto tiene

un minimo en x = 0.

Con todos estos datos tenemos que la grafica podria ser la que vemos en la figura 1.8.
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y=F'(x)

Figura 1.8: Representacion aproximada de la funcion buscada

1.2.16. Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 9 litros de volumen y
tal que un lado de la base sea doble que el otro. Determinar las longitudes

de sus lados para que el area total de sus 6 caras sea minima.

2x

(Septiembre 04)

- Solucién:
Queremos minimizar el area total. Dicho area es la suma de las areas de las seis caras. En el

figura 1.9 podemos ver que este area es:

Figura 1.9: Vision grafica del ejercicio

Az, h) = 2.(22.h) + 2.(h.x) + 2.(22.x) = 4xh + 22h + 422 = 42° + 6zh
Para ligar las variables tenemos el volumen que cumple

V:Ab-h:m.x.h:m?.h:g:h:i
212

Por tanto la funcion area queda:

3.9 27 4a® +27
Alw) = da? 46— —4g? 4 L 2
It x x
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Si derivamos tendremos:

12222 — (42® +27) 1223 — 423 —27 823 —27

A'x)

Por tanto, la derivada se anula cuando 822 — 27 = 0. De aqui deducimos que:
3 3 3 27

8r° —27T=0=8x° =2T—= = :§:>a?: §:§dm.

Si estudiamos el comportamiento de la derivada en puntos proximos al obtenido vemos que se

trata de un minimo.

-19 37
En conclusién tenemos que x = 3 = h= 9 = 36 =2 dm.
2 59 18
4

Y estos eran los valores buscados.

1.2.17. Determinar los puntos de la curva plana 3> = 2z en que la recta tangente es
perpendicular a la recta y + 6z = 0.

(Septiembre 04)

- Solucién:
La curva de la que hablamos tiene ecuacién y? = 2r = y = 2z = (Qx)%. Por otro lado
-1 1

tenemos que la recta es y + 6x = 0 — y = —6z =— m = —6.

De aqui deducimos que la perpendicular tiene por pendiente m;; = — = 5
m

1
Vamos a ver en que puntos tiene la curva pendiente 5 Para ello derivamos la funciéon y la

igualamos a 5

1 2
r_ = -2/3 9 _ —
y = 3(21‘) 2 Y Mg
2 1
=3Vl =12= V42 =4 = 42> =64 = 2> = 16 = 1 = +4

342 6

Por tanto, los puntos buscados son P;(4,2); Po(—4, —2).

1.2.18. Hallar la derivada en x = 0 de la funcién f(f(z)), donde f(z) = (1+z)7 1.
(Junio 05)

- Solucién: )
Tenemos que f(z) = (1+x)~* —

:1+x

Es obvio que f(0) =1, que f'(0) = -1y que f/'(1) = -1
Aplicamos la regla de la cadena:

1.2.19. Representar graficamente la funcion f(z) = x—2senz en el intervalo —7 < z < m,

determinando sus extremos (maximos y minimos relativos).

(Junio 05)

- Solucién:
Tenemos la funcion f(x) = x — 2senx en el intervalo —7 < & < 7
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Es obvio que el dominio de esta funciéon es todo R. También es evidente que no hay asintotas.
Vamos a estudiar la derivada:

1
f'(x):172005x:0:>—2005x:71:>cosx:iﬁx:gyx:—g
|(m=3) | 53) | G)
-, —— - = -,
"3 3’3 3’
1 — 2cosx + +
/ N /
De este estudio deducimos que hay un maximo en z = I y un minimo en x = T
Para representarla tendriamos que hacer una tabla de valores:
zl0 2 -2 3 -3 -—a/3 x/3

y‘() 0’18 —0'18 271 —-2'71 068 —068

Su representacion grafica seria:

Maximo

Minimo

f(x)=x-2.senx

1.2.20. Enunciar el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial. Usarlo pa-
ra demostrar que para cualesquiera ntimeros reales = < y se verifica que
cosy — cosr <y — x.
(Septiembre 05)
- Solucién:

El enunciado del teorema puede encontrarse en cualquier libro.

Vamos a counsiderar la funcion f(z) = cosz que es obviamente continua y derivable en todo R,
y por lo tanto lo sera en cualquier intervalo [z,y]. En consecuencia:

COSY — COSX
Jee(z,y) / fllo)= ZT

Ahora bien, f'(z) = —senz = f'(c) = —senc = f'(¢) < L.
De aqui deducimos lo que queriamos:

COSY — COST

<1=>cosy—cosx <y—=zx
y—x

1.2.21.

Hallar la derivada en el punto = = 0 de la funcion f(f(z)), donde f(x) = senz.

(Septiembre 05)
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- Solucién:

Vamos a realizar la derivada por la regla de la cadena:
[(fof)]" (0) = £ (£(0)) - £(0) = cos(sen(0)) - cosO = cos0 - cos0 =1-1=1

1.2.22. Calcula

, 1l+z—¢€"
lim —
z—0 sen?w

(Junio 06)
- Solucién:
Vamos a resolver el limite por la regla de L’Hoépital.
, 14z —e" 0 , 1—¢€" ., 1—€" 0 , —e* -1
Im —— = |- =lim ——— = lim = |=| = lim = —
z—0 sen2x 0 z—0 2 senr cosx  z—0 sen2x 0 z—0 2c082x 2

1.2.23. Define el concepto de méaximo relativo de una funcién f(z) y enuncia su

relacion con las derivadas sucesivas de f(z).
(Junio 06)

- Solucién:

Es una pregunta tedrica que puede encontrarse en cualquier libro.

1.2.24. Dada la funcién
senz + sen(x + 1)

cosx — cos(x + 1)

fz) =

en el intervalo 0 < x < 27, calcula su derivada, simplificAndola en lo posible.
(Es constante esta funcion f(z)?

(Septiembre 06)

- Solucién:

Vamos a calcular la derivada que nos piden.

() = [cosz + cos(x 4+ 1)] - [cosz — cos(x + 1)] — [senx + sen(x + 1)] - [—senz + sen(z + 1)] _
[cosz — cos(x + 1)]?
cos’z — cos®(x + 1) + sen®x — sen?(xz + 1) 1-1 B
[cosz — cos(x + 1)]° [cosz — cos(x + 1)]°

De esto deducimos que la funcién es constante, pues su derivada es cero para cualquier valor de

1.2.25. Calcula las asintotas y determina los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la funcién f(z) = (1 +22) 2. A partir de los resultados obtenidos,

dibuja la grafica de la funcion f(x).

(Septiembre 06)

- Solucién:

Nuestra funcion es f(x) = ——- Es evidente que su dominio es todo R, pues no se anula el

. 1+
denominador.

Vamos a hallar las asintotas.
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- Asintotas verticales: Como no se anula el denominador no hay asintotas verticales.

- Asintotas horizontales:

B T
o i

=0.
zﬂrfoo 1+ 22

—x

=0.

o lim —— = lim ——=
z——co 14+ 22 2—>+o0 1+ 12

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal tanto en +oo, como en —oo.
- Asintotas oblicuas: Al tener asintotas horizontales no tiene oblicuas.

Vamos a estudiar su derivada:

f,(x)71+:c2—2x.x7 14 22 — 222 B —z?2+1
T Ora? (e (raRp

Veamos para que valores se anula la derivada:

—z2+1

_ 2 _ 2 _ _

Estudiemos su signo para ver el crecimiento y el decrecimiento:

| (—o0,~1) | (=1,1) | (1, +00)

—27 41
(14 22)?

+ _
N\ / N\
De aqui deducimos que:

- La funcion crece en el intervalo (—1,1).

- La funcion decrece en (—oo, —1) U (1, 4+00).

1
- La funcion tiene un méaximo en el punto (17 2).

1
- La funcién tiene un minimo en el punto (—1, —2).

- También es evidente que corta a los ejes en el punto (0, 0).

Por tanto su representacion grafica la podemos ver en la figura 1.10.

x
1+ 22

Figura 1.10: Representacion gréfica de la funcion f(z) =



20 1. Andlisis

1.2.26.
a) Enuncia la regla de la cadena para derivar funciones compuestas.

b) Dada la funcién h(z) = e*"/(#)) | calcula el valor de su derivada en x = 0, sabiendo
que f(0) =0y f'(0) =1L

(Junio 07)
- Solucién:

a) Es una pregunta teorica que puede encontrarse en cualquier libro.

b) Aplicando reiteradamente la regla de la cadena tenemos que:

W (x) = eV @) (sen(f(x))) = eI - cos(f()) - f(x)
Por tanto:

R (0) = e*™FOD . cos(£(0)) - f/(0) = e*™ - cos(0) - 1=¢"-1-1=1
1.2.27. Determina los puntos de la parabola y = 22 que estan a minima distancia del
punto P = (0,1).
(Junio 07)

- Solucién:

Los puntos de la parabola tienen la forma genérica Q(z, z?). La distancia de P a Q ser:

d(P,Q):g(x):\/m:\/m2+$4—2m2+1:\/1;4—952—1—1

Vamos a ver donde es minima esa distancia.

(@) = 423 — 22 _ 23 — 00—
g 2Wrt — 222 +1 Vet —222+1
z=0
— 2% —r=0= 222" -1)=0= V2

Vamos a estudiar el signo de la derivada para ver donde la distancia es minima.

(o) ()| () (5)

20° —«x
N B - B -
N / N /!

2 21 2 1
En :tg hay minimos. Luego los puntos buscados son P; (—\2[, 2) y P ({, 2).
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1.2.28.
a) Enuncia el Teorema de Rolle.

b) Prueba que la funcién f(z) = 2® + 22 — z — 1 satisface las hipétesis en el intervalo
[-1,1] y calcula un punto del intervalo abierto (—1,1) cuya existencia asegura el

Teorema de Rolle.

(Septiembre 07)
- Solucién:
a) La parte teorica puede encontrarse en cualquier libro.
b) Vamos a empezar por ver que se cumplen las hipotesis:

- Obviamente es continua en [—1, 1], pues es un polinomio.
- Por la misma razén sabemos que también es derivable.

- También se cumple la tercera premisa
f-D) =12+ (-1 = (-1)—1=—-1+1+1-1=0

f=1P+1)?*-1)-1=1+1-1-1=0

En consecuencia se cumple el teorema. Vamos a encontrar el punto donde la derivada
vale cero:
fl(x) =322 +22-1=0

2 1
6 6 r=—1
1 . . .
Luego el punto buscado es z = 3 € (—1,1), ya que z = —1 no esta en el interior del

intervalo.

1.2.29. Para la funcién f(z) = 22 e %:
a) Comprueba que la recta y = 0 es una asintota horizontal en +oc.
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) Con los datos anteriores, haz una representacion aproximada de la grafica de la

funcion f(x) = 22 -e~*.

(Septiembre 07)
- Solucién:
a) Vamos a ver cuanto vale el limite.

fﬂz
Im 2%-¢e = lim — =0
r—+00 r—+o0 et

Para lo anterior hay que tener en cuenta que e® es un infinito de orden superior que z2.

También puede aplicarse dos veces la regla de L’Hopital para comprobarlo.

Por tanto la recta y = 0 es una asintota horizontal en +oo.
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b) Vamos a calcular la derivada.

2
2 —x __ Y
fl@y=a"-e"= o
(@) 2ze® — x%e®  €° (2.’L‘ — xQ‘) 2z — 22
)= = =
(e*)? (e*)? e
Igualando a cero tenemos.
20 — 2 =0
— =0=2r—2*=0=2(2—2)=0 v
er 2—rx=0=2=2

Vamos a estudiar el signo de la derivada:

2 | (—00,0) | (0,2) | (2, +00)

20 —x

— + J—
N\ / N

e.’l;

Por tanto:

- Crece — (0,2).
- Decrece — (—00,0) U (2, +00).
¢) Acompana lo que ya sabemos por los apartados anteriores de una tabla de valores. Para formar

dicha tabla basta tomar valores en -2, -1, 0, 1 y 2. Nosotros aqui la omitimos, pero la grafica

resultante es:

Figura 1.11: Representacion grafica de la funcion f(z) = 2% - e

1.2.30.

a) Enuncia la condiciéon que se debe cumplir para que una recta y = [ sea asintota
horizontal de una funcién f(z) en +oo.

b) Calcula las asintotas verticales y horizontales (en +co y en —o00) de la funcién

3r—1

2 —1

fz) =

(Junio 08)
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- Solucién:

a) Tiene que ocurrir que HI_P flz)=1.
L — 1 0OQ

xr
b) En primer lugar vamos a ver cual es el dominio de la funciéon. Por un lado tenemos una raiz,
por tanto, z2 — 1 > 0. Ademaés, como la raiz esta en el denominador no puede valer cero, en

consecuencia:
22 —1>0

Para resolver la inecuacion, resolvemos la ecuaciéon asociada.
P -1=0=2’=1=2==+1
Construimos la tabla

| (—o0,~1) | (~1,1) | (1, +o0)
A [ -]+

Luego el dominio de la funcién es Dom f = (—oo, —1) U (1, +00)

Veamos las asintotas.

- Asintotas verticales: Estudiaremos las asintotas en aquellos puntos que anulan el deno-

minador.
e r = —1 Aqui s6lo estudiaremos el limite por la izquierda, pues por la derecha no hay
funcion. 5 ) A
lim f(z)= lim ———— = |— =| = —o0. Luego es una A.V.
r——1— z——1— y/x2 — 1 0

e z =1 Aqui so6lo estudiaremos el limite por la derecha, pues por la izquierda no hay

funcion. 5 ) 5
xli>H11+ flx) = xll)r%r % = {0 :} = 4o00. Luego es una A.V.
- Asintotas horizontales:
, 3z —1 , 3x , 3
e lm ———= Ilim —= lim — =3

z—+00 /2 — 1 z—+400 /2 r—+oo I
Luego y = 3 es asintota horizontal cuando z — +o0.

i 3r—1 i —3xr—1 y —3x i —3x 3
[ ) —_— _— = _ = - =
;v—l>r—n<x> x2 —1 m—l>l-ir-loo vVl —1 w—1>r—noo N x—1>r—noc T

Luego y = —3 es asintota horizontal cuando x — —o0.

1.2.31. Calcula el siguiente limite:

(Junio 08)

- Solucioén: 5
T -1 0
Tenemos que lim (627) =|=1.
z—0 e*" —1 0

Vamos a resolverlo utilizando la regla de L’Hopital.

el

0

, . 2(e®—1)e" 4+ 2e"e® 042
lim ——F— = = lim 5 5 = =1
z—0 e —1 z—=0  2e%° 4 4x2e® 240

2(e” —1)e” m
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1.2.32.
a) Calcula el siguiente limite
In (2?2 +1
im M
r—0 x

b) Indica, razonadamente, el valor que debe tomar a para que la siguiente funcién

sea continua:

a si =20
f(x) =
YERS) R

Nota: In denota el logaritmo neperiano.

(Septiembre 08)
- Solucién:
a) Sustituyendo tenemos:

lim
x—0 x€X

0

In (a2 +1) m

Vamos a resolverlo utilizando L’Hopital:

2x
In(z?2+1 2 2
o @AY @ g 2
0 T z—0 1 z—0 12 + 1
b) Tenemos la funcion
a st =20
f(x) =
in (x2 + 1)

st ©#0

xT

Obviamente la funcion es continua en todo R salvo en el cero, por ser cociente de funciones

continuas (2% +1 > 0).

Para que sea continua en el cero, el limite de la funcién en dicho punto y el valor de la
funcioén en él tienen que coincidir. Como en el apartado anterior vimos que el limite valia cero,

deducimos que a debe valer cero.

1.2.33. Halla los puntos de la curva de ecuacién y = 22 — 222 4 1 donde la recta

tangente es paralela a la recta y +x —2=0.

(Septiembre 08)

- Solucién:
Sabemos que la pendiente de la recta tangente coincide con el valor de la derivada en el punto,
si esta existe. Ademas, decir que la recta tangente es paralela a la recta dada es sinonimo de decir

que sus pendientes son iguales. Por tanto:

f(z) = 32 — 4o
y+r—-2=0=—=y=-c+2=m=-1

En consecuencia:
322 —dr=—-1=322—4x+1=0
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Resolviendo la ecuacion tenemos:

4+2
4416 —12 442 6
xTr = = =
6 6 4-—2_2 _1
6 6 3

Luego los puntos buscados son:

—f(1)=1-2+1=0= P(1,0)

12 1-6+27 22 122
fQJ 27 9" 27 27:$2(y2J

1.2.34.

a) Diga cuando un punto (z, f(x¢)) es de inflexién para una funciéon f(z).

b) Calcule los coeficientes a y b del polinomio p(z) = ar® — 322 + bz + 1 para que su

grafica pase por el punto (1, 1), teniendo aqui un punto de inflexién.

c) Diga, razonadamente, si en el punto (1,1) la funcion p(z) es creciente o decreciente.

(Junio 09)

- Solucién:

Vamos a contestar a cada apartado.

a) Para que (zg, f(zo)) sea un punto de inflexion tienen que ocurrir dos cosas, f”(zg) = 0y
[ (@o) # 0.
Maés correctamente tendriamos que decir que f”(zg) = 0 y que la siguiente derivada no nula

sea de indice impar, aunque con la anterior respuesta probablemente valga.

b) Tenemos que p(z) = ax® — 322 + bz + 1.
Hay dos incognitas, a y b, por tanto habra que buscar dos ecuaciones para poder calcularlas.
La primera ecuacion sale de tener en cuenta que pasa por el punto (1,1), es decir, p(1) = 1,
y la otra de tener un punto de inflexiéon en dicho punto, es decir, p”(1) = 0. Vamos a calcular
P (@).
p(z) = ax® — 32% + bx + 1 = p/(z) = 3ax® — 62 + b= p”’(z) = 6ax — 6

Por tanto, nuestro sistemas es:

a—3+b+1=1 = a+b=3

- =b=2
"1)=0 = 6a—6=0 = a=1

En conclusion a =1y b= 2.

c¢) En el apartado anterior ya calculamos p’(z) y vamos a estudiar su signo para ver si crece o
decrece en dicho punto.
pP(1)=3-6+2=-1<0

Luego la funcién es decreciente en (1,1).
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X

1.2.35. Calcule los maximos y minimos relativos de la funciéon f(z) = § + cosz en el

intervalo 0 < z < 27. Tenga en cuenta que los d4ngulos se miden en radianes.
(Junio 09)

- Solucién:

Vamos a calcular la primera y segunda derivada de la funcion. Estas derivadas son:

f(z) = % —senxr y f"(x) = —cosx

Sabemos que habrda un méximo o un minimo relativo en zg si f'(zg) = 0y f"(z9) < 06

f"(xg) > 0 respectivamente.

b T
1 1 6
f(x)=0= = —senx = 0= senz = = =
2 2 57
=2
6
Veamos el valor, en cada caso, de {’(x).
3
w [ (%) = —cos% = —% <0=Enz= % hay un méximo.
. [ (567T> = —6035F7r = — (—?) = ? >0=Enzx= 5% hay un minimo.

1.2.36.

a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Aplique dicho teorema para probar que, cualquiera que sea el valor del namero
real a, la ecuacién 2% — 12z + a = 0 no puede tener dos soluciones distintas en el

intervalo cerrado [-2,2].

(Septiembre 09)
- Solucién:
a) Este teorema lo podemos encontrar en cualquier libro.

b) Sea f(z) = 23 — 12z + a la funcién asociada a la ecuacién dada. Obviamente la funcién es

continua en el intervalo [—2,2] y derivable en el intervalo abierto, pues es un polinomio.

Vamos a comprobar lo que nos piden por el método de reduccion al absurdo. Supongamos que
tiene dos valores x1 y x2 en los cuales la funcion se anula (sinénimo de tener dos soluciones).
Si eso es asi, en el intervalo que tiene como extremos dichos puntos se cumplen las hipétesis
del teorema de Rolle, pues serfa continua y derivable en dichos intervalos (por ser polinomica)
y tendria el mismo valor en los extremos, y en consecuencia, se cumpliria la tesis de dicho
teorema. Por tanto, debe existir un valor de la variable = en el interior del intervalo (z1,x2)

en el que se anule la derivada.

Ahora bien, la derivada de la funcién se anula:

fl(z) =322 -12=0=0=42

Luego, no se anula en el intervalo pedido y por tanto, esto contradice el hecho de que se cumple
la tesis del teorema. Como consecuencia de ello deducimos que la suposiciéon de partida no se

cumple, es decir, no existen los 21 y 5 supuestos, no hay dos raices en el intervalo [—2, 2]
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1.2.37.

a) Calcule el limite

L, et —1
lim
x—0 X

b) Diga, razonadamente, el valor que debe tomar ¢ para que la siguiente funcién sea

continua:
e’ —1

si x#0
c st =20

(Septiembre 09)

- Solucién:

Vamos a calcular el limite aplicando la regla de L’Hopital.

1ime”_1:H:hm:1

z—0 xT

Hecho esto vamos a resolver el segundo apartado.
Obviamente si x # 0 la funcién es continua, por ser un cociente de funciones continuas.
Para ser continua en x = 0 la funcién debe existir en dicho punto y coincidir con el limite. Como

el limite, segiin vimos en el apartado anterior, vale 0, deducimos que c tiene que valer 0.
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1.3. Integral. Calculo de areas y voliimenes

1.3.1. Calcular, integrando por partes, el valor de

2
/ 22lnzdz
1

(Junio 00)

- Solucién:

Vamos a comenzar calculando una primitiva por partes.

uw = Inzx & du:%da:

3

dv = 2%dr — v:%

3 o 3 3
/xQandx:mglnx—/g-¢dx=a;)lnx—a;

Luego:

2 3 372
8 8 1 8 7
2lnz dx = x—l N - —n2——=|)—-—(0—=)==ln2— -
/1x ne dr 3 nT 9], 3n 9 9 3n 9

1.3.2. Calcular el area limitada por la parabola y = /222, la circunferencia >+ = 1

y el eje OX, que aparece rayada en la figura .

A
/

(Junio 00)

- Solucioén:

Por lo que observamos en la figura del enunciado, nos piden que de la circunferencia consideremos
la rama positiva, es decir, tomaremos y = /1 — z2.

Es obvio que el area hay que dividirla en dos trozos, como podemos ver en la figura 1.12.

Vamos a calcular los puntos de corte:
V2l =\/1-22 =2t =1-2> = 22" + 22 -1=0
Se trata de una ecuaciéon bicuadrada, por lo que hacemos z = x? y resolvemos.

224 2-1=0
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Figura 1.12: Representacion detallada del area buscada

—-14+3 1 1 V2
—1+14+8 —-14+3 2= 4 :§:>$:7:7
4 4 -1-3
29 = 1 = —1 = No vale.

Luego el area buscada, segiun vemos en la figura 1.12 es:
V2/2 1
A=A+ Ay = \/§x2dx+/ V1 —a2dx

0 V2/2

Vamos a calcular cada una por separado, calculando previamente una primitiva en cada caso.

/\/ixzdx = gxs

Por tanto,
V2/2
v2/2 2 2 22 1
A = V2utde = £m3 :£~i=fu2
0 3 3 8 6
0
Por otro lado tenemos:
/ V1—x%dx
Vamos a utilizar el cambio x = sent para resolver la integral indefinida.
r = sent
der = costdt
/ V1—2adr = / V1 —sen?t cost dt = /cos2t dt
1 2t
Si aqui cambiamos cos?*t = 3 CO; tendriamos:
1 n cos2t it 1t n sen2t 1 n sen2(arcsen)
- == = —arcsent + —————
2 2 2 4 2 4

Por tanto:

1 1
1 2
A, — / 1 2dy — [amm 4 sen2(arcsenz) _
V2/2 2 4 V2/2

() (1) -5
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En consecuencia:

44+3mr—-6 3m—2 4
= = u

1
4 24 24

A=A +Ay=-+

| =
|3

1.3.3. Determinar una funcién f(z) cuya segunda derivada sea f”(z) = ze®.

(Septiembre 00)

- Solucién:
Habra que calcular una primitiva de la funcién que nos dan, que serd f’ y posteriormente calcular

otra primitiva de ésta, que sera la funcién que buscamos. La integral se calcula por partes:

Por tanto:

f(z)= /I€$d$ = re® — /e$d$ =ze” —€”
Hacemos de nuevo la integral de la funcion obtenida.

/(xem —e%)dx = /xemdx - /exdw =ze® —e® —e¥ = xe” — 2"

La funcién buscada es:
f(x) = ze® —2e”

1.3.4. Calcular, con el cambio de variable > = z + 3, el valor de:

/6 xdx
1 vV +3
(Septiembre 00)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva utilizando el cambio indicado:

P=z+3 = zz=t?-3 = t=+z+3
2tdt = dx

Realizando la sustitucion:

t* —3) 2tdt 8~ 3 2 3
/( t) /Qtthdt/(QtQG)dtQZ;Gt(33;_3)6\/er3

En consecuencia:

6
6 xdx 2¢/(z +3)3 54 16
= 6V 3| =5 -18) (% —12) =
/1\/x+3 3 o ) <3 ) (3 )

 54-54-16+36 20

3 3

1.3.5. Determinar una constante positiva a sabiendo que la figura plana limitada

por la parabola y = 3ax? + 2, la recta y = 0 y la recta z = a tiene area (a® —1)2.

(Junio 01)
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- Solucién:
La figura 1.13 nos muestra una visiéon grafica del problema planteado.

Figura 1.13: Representacion detallada del area buscada

Como a > 0 la funciéon y = 3ax?® + 22 corta al Eje X en 2 = 0 y en z = 3, (que sera un
a

namero negativo).
Luego el area buscada es la que aparece sombreada en la figura 1.13. Por tanto, tenemos que:

/ (3ax? + 2x)dx = (a® — 1)?
0

Ahora bien,
a

/0 (3az® 4 22)dzx = [az® + xz]o at 4 a®

En consecuencia:

a* +a?=(a®—1)2

Wra?=04+1-2a2

3a2=1
oL
3
1
a==4/-
3
I 1 V3
Como tiene que ser positivo el valor de a, tenemos que a = /= = — = —
mo tiene que ser positiv valor de a, tenemos que a 57 3
1.3.6. Calcular el valor de:
/1 xdx
x2
o €
(puede hacerse con el cambio de variable t = —22 y con el cambio de variable
t=z?).
(Junio 01)
- Solucién:

Vamos a calcular una primitiva. Para ello vamos a utilizar el cambio ¢t = 2.

=2? = dt = 2zdx

Sustituyendo tenemos:
1 -1, -1 _.»

—dt =
2et 2 2
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Por tanto:

/1 zdr  [-1 21" -1 1

= |—e 7 = — —

0 e*’ 2 o 2e 2
3

1.3.7. Representar graficamente el recinto plano limitado por la curva y =23 —2 y

su tangente en el punto de abscisa x = 1. Calcular su area

(Septiembre 01)
- Solucioén:
Vamos a calcular primero la recta tangente. Vamos a calcularla mediante la ecuaciéon punto-
pendiente. El punto lo obtenemos sustituyendo en la funcién « por 1. Dicho punto sera P(1,0).

La pendiente de la recta tangente se obtiene sustituyendo en la derivada de la funcién:
flx) =32 ~1=my,=f(1)=3-1=2
La ecuacién de la recta sera:
y—0=2xz—-1) = y=2x—2

A continuacién representaremos la zona que nos piden. Para pintar la recta basta con hacer una
tabla de valores, pero para pintar la funcién sera mejor estudiar su derivada. Vamos a calcularla y

estudiaremos su signo para ver el crecimiento y los maximos y minimos.

o

1
f'(x):3x2—1:>3m2—1:0zx2:§:>ac:i?

Estudiamos el signo:

| (=00, —V/3/3) | (—3/3,v/3/3) | (3/3,+0)
322 -1 + - +

/ N\ /

Luego:

- Crece — (—00, —V/3/3) U (V3/3,+0).
- Decrece — (—v/3/3,v/3/3).

- Méximo — (—+/3/3,0'38).

- Minimo — (v/3/3,—-0/38).

Es evidente que se trata de una funcién impar y por tanto corta en el (0,0). La representacion
grafica podemos verla en la figura 1.14.

Vamos ahora a calcular el drea. Hallamos los puntos de corte de la funcién y la recta.

P or=20—-2=2-32+2=0

Buscamos una raiz por Rulffini.
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Figura 1.14: Representacion detallada del area buscada

Calculamos después las otras dos:

2
x°+x x B 5 o 9

—li\/1+8_—1ﬁ:3_{ z=1

Luego los limites de integraciéon son x = —2 y = 1. Vamos a calcular el area.
1 ' zt 322 !
A:/ (2 — 2) —(2x—2)]dac:/ (2® — 30 +2) da = [—+2x] _
-2 -2 4 2 )

/103 103 . 1-6+432 27 ,
_(4 2+2> U=6-A) = -g+8=——="u

1.3.8. Definir el concepto de primitiva de una funcién y explicar su relacién con el

concepto de integral definida.

(Septiembre 01)

- Solucién:

La solucién a este ejercicio podemos verla en cualquier libro.

1.3.9. Representar graficamente la figura plana limitada por las parabolas y = 4 —z2,

y = 22 — 4. Calcular su &rea.

(Junio 02)

- Solucién:
Las funciones que nos dan son dos parabolas cuyas representaciones gréaficas podemos verla en
la figura 1.15.

Vamos a calcular los puntos corte.
P —d=4-2" =22 -8=0=2"=4= 3 =42

Calculemos ahora el area:

A:/2 [(4—22) — (a2 — 4)] dx:/

—2 -2

~16 16 32 64
— 416 (= —-16)=32—F = —u?
<3 + ) (3 > 33"

2 3

2
(—2av2 + 8) dr = [ + Sx} =
—2
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Figura 1.15: Representacion grafica de la region pedida.

1.3.10. Calcular el valor de la integral

1
/ re dx
0

(Junio 02)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Esta integral hay que resolverla por partes.

Por tanto:

/x e Pdr=—ze "+ /e_”” doe = —xe ™ —e*

Retomamos la definida y tenemos:

1.3.11. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la regiéon donde la
coordenada x es positiva, por la recta x = 1, la hiperbola zy = 1, y la recta

6y — r + 1 = 0. Calcula su area.

(Septiembre 02)

- Solucién:

Vamos a representar la region pedida haciendo una tabla de valores para cada caso:

a) Para la hipérbola zy = 1 valdria:

z|01 05 1 2 3
yl10 5 1 1/2 1/3

b) Para la recta bastarian dos puntos:

| 0 3
y|-1/6 1/3
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La representacion grafica podemos verla en la figura 1.16.

Figura 1.16: Representacion grafica de la region pedida.
Vamos a buscar los puntos de corte de las dos graficas.

— (by+1)y=1=6y>+y—1=0

r=06y+1

Ty = 1 N zy=1
6y—xz = -1

Resolviendo la ecuacion tenemos:

1+I¥24 —1+5 y=-—3
y= 12 ~ 12 T

Sustituyendo cada valor de y obtenemos uno de .

— x=-3+1=—-2=— No nos sirve.

— r=2+1=3.

Por tanto, mis limites de integracion son x =1y = = 3.

Observando la figura 1.16, podemos calcular el area de la siguiente forma:

3 2 3
1 z-1 T T 9 6 1 2
- de=|ne— = 42 = (m3- 2 4+>2)—(0-—+2)=
/1 <x 6 ) v [m 12+6]1 ("3 12+12> (0 12+12>

4 1 5
—ln3—ﬁ—ln3—§u

1.3.12. Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (22 + 1)_1 x que se anule en x = 2.

(Septiembre 02)

- Solucién:
Vamos a calcular la integral indefinida y despues calcularemos el valor de la constante que hace

que se anule en x = 2.

/%de:%ln(ﬁ—i—l)—kk

Si hacemos = = 2 resulta: )
§ln5+k:0zkz:—ln\/g
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1.3.13. Representar graficamente el recinto plano limitado por larecta y =z —2 y

la parabola de ecuacién y? = z. Calcular su area.

(Junio 03)

- Solucién:
Son funciones suficientemente conocidas, por lo que con una tabla de valores se pueden repre-
sentar. S6lo hay que tener en cuenta que de la pardbola hay que considerar las dos ramas. La

representacion pedida la podemos ver en la figura 1.17.

Figura 1.17: Representacion grafica de la region pedida.
Vamos a hallar los puntos de corte.

2 _
vo=_ ) —r=0-2 =z=0-do+d4d=2"-br+4=0=
y=x—

=5

5+ v25—-16 5=£3 r=4
= = —
2 2 z=1

Vamos a calcular el area. Observando la grafica de la figura 1.17 vemos que hay que descomponer

el area en dos trozos (A; y As).

A:Al—l—Ag:/Ol [f—(—\/i)}dm—i-/f[f—(m—?)]da:z/OlQ\/:?daj—F

4
3 3 2

4 1 2
4v/23 2/z%
—I—/ [\/E—x—FQ]dx: x + a —£+2x
. 3 3 2 1
2 1 416 16 2 1 8+32-48+48—4+3-12 27
(o 42) =4 48—t —2= =2l
(3 f+> 37373 373 6 6"

1.3.14. Calcular el valor de la siguiente integral, donde In denota el logaritmo ne-

periano:
2

(Junio 03)
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- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Para eso vamos a hacer el cambio:

t = lInx
1
dt = —dx
T
Tenemos por tanto
dx dt
—— = | — =In|t| = In]in|z||
zlnz t

Por tanto:

2

¢ dx 2 9
= [In|ln|z||]]. = In|inle’|| — In|lnle|]| = In2 — Inl = In2
. xz(lnx) €

1.3.15. Calcular el valor de la integral (puede hacerse con el cambio de variable

t=e""): )
dz
/0 e* 41

(Septiembre 03)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Aplicamos el cambio aconsejado:

_ 1
t=e" - e“?ZE
dt = —e *dx — dx:_Tdt
d —dt dt
/“‘—&x—lz/ 1 :f/il_’_ﬁ:fln\1+t\:fln|1+efw|
¢ t<t+1>

Por tanto:

bode al 1
/Oex+1:[fln|1+e |]Oln<1+e>+ln2

1.3.16. Representar graficamente la figura plana limitada por la curva y = e%, su

recta tangente en el punto de abcisa x = 0, y la recta x = 1. Calcular su area.
(Septiembre 03)

- Solucién
Vamos a calcular en primer lugar la ecuaciéon de la recta tangente a la curva en z = 0. Sabemos

que dicha recta pasa por (0,e%) = (0,1) y que su pendiente es my, = f/(0) = e = 1.

Por tanto la ecuacion de dicha recta es:
y—1=1z-0) =y=a+1

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.18.
En la grafica puede verse que no hay més punto de corte que x = 0, por tanto el area que

queremos es:

A:/Ol[er—(a;+1)]dx=/01(ez—x—1)dx: {e:”—x;—xﬁz(e—;—l)—lz
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Figura 1.18: Representacion grafica de la regiéon pedida.
=e— — u-.

1.3.17. Definir el concepto de primitiva de una funcién. ;Existe alguna primitiva
de la funcién f(z) = 27! que no tome ningiin valor positivo en el intervalo
1<z<2?

(Junio 04)

- Solucién:
El concepto teérico puede encontrarse en cualquier libro. Vayamos a lo practico.
1
Tenemos la funcion f(z) =271 = —.
x

Si hayamos las primitivas de la funcién nos sale:
1
—dxr =Ilnz +k
x

La grafica de y = Inx podemos verla en la figura 1.19.

Figura 1.19: Grafica de y=In x y de y=In x-3

Como sabemos, k desplaza verticalmente dicha grafica, por tanto, si a k le doy, por ejemplo, el
valor -3, es decir, f(z) = lnz — 3, la grafica se desplazara 3 unidades hacia abajo, resultando la
grafica de la derecha de la figura 1.19.

Hay que tener en cuenta que la funciéon y = Inz es una funcién creciente y que Inl = 0y
In2 = 0'693147..., por tanto y = Inx — 3 sera negativa en todo el intervalo (Observar la grafica de

la derecha la figura 1.19). De hecho bastaria con tomar k < —In2.
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1.3.18. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la regién donde la
abcisa z es positiva, por la curva y = 23 + 2 , y por la recta y = 22. Calcular

el area.

(Junio 04)

- Solucién:

Tenemos que las funciones que encierran el area son y = 23 + 2 é y = 2x. Para representar
y = x3 4+ x bastara con calcular sus maximos y minimos, los puntos de corte con lo ejes y, si es
necesario, una tabla de valores.

Vamos a empezar hallando los puntos de corte con el eje X haciendo y=0.
z=0

P rr=0= . .
22 +1 = 0 = No tiene solucion

Vamos a ver donde se anula su derivada:
y' =322+ 1= 322+ 1 = 0 = No tiene solucién

La grafica de las dos funciones podéis verla en la grafica 1.20

Figura 1.20: Vision grafica del problema

Vamos a hallar los puntos de corte de las dos funciones:

z = 0.

Prr=2r=2"-2=0=2-(2"-1)=0=
22 -1=0= = +1.

Vamos a calcular el area, que seréa el comprendida entre 0 y 1 por las dos funciones. Como la

recta esta por encima ponemos:
1 1 2 47!
1 1 1
A:/O [Qx—(xg—l—x)]dx:/o (z—2%)de = {Z—Z} =5-171 u?

1.3.19. Representar graficamente la figura plana limitada en el primer cuadrante

(r >0,y >0) por la recta y = z y la curva r = y3. Calcular su area.
(Septiembre 04)
- Solucién:

Tenemos que (z > 0,y > 0), es decir, el primer cuadrante. Tenemos también la funcion y =z y

la funcion = = y* = y = Jx.
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Figura 1.21: Representacion detallada

El area que queremos calcular es la que nos muestra la figura 1.21. Buscamos los puntos de corte

de ambas funciones:

z=0
r=Vr==2r=—=2-2=0=
Ve {mQ—lezm:il

Como z > 0;y > 0, sobra la raiz x = —1 y tenemos que:

1 1
s _ 3w a2 —§_1_1u2
B 4 2 4

i [ @-a)as— [ (o} =s)as- [3_2

1.3.20. Calcular el valor de la siguiente integral:
2 P
/ rv/22 — ldx
1

(puede hacerse con el cambio de variable 2% — 1 = t3.
(Septiembre 04)

- Solucién:
Vamos a resolver primero la indefinida.

Hacemos el cambio que nos recomiendan:

tB=x2-1 = t=vz2-1
3t3dt = 2xdx

Por tanto:
3t 3/ (22 —1)%

/;v\3/a:2—1dx:%/3t2{3/t>3dt:g/t?’dt:éz—i—k:f—kk

En consecuencia tendriamos:

2

2 3 2714 3 3
/:cBTQ—mx:F‘/(xg )1 :3881:9;3/3
1

1

Representar graficamente el recinto plano limitado por las curvas y = €%,

1.3.21.

y=e %, y por la recta r = 1. Calcular su area.

(Junio 05)
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- Solucién:

Vamos a representar las funciones haciendo una tabla de valores:

-2 -1 0 1 2

-2 —1 1 2

y=e" —
y‘e e

x\—Q 10 1 2

y‘e2 e 1 el 2

—x

y=e

La representacion grafica y el area buscada la vemos en la figura 1.22.

x=1 X

-X

E\

Figura 1.22: Area encerrada por las exponenciales y x=1.

Vamos a encontrar los puntos de corte:

x

=l=¢e" " =1—=e*=1=e"—=22=0=12=0

Luego los limites de integraciéon son x = 0 y = 1. Por tanto:
! 1
/ (" —e ) dw = [e” + e_”’]o =(e'+e!)-(1+1) =
0

1 241-2
:e—|—f—2=uu2
e e

1.3.22. Calcular el valor de la siguiente integrals:

€
l
[,
1 T

(puede hacerse por partes).
(Junio 05)

- Solucién:
Vamos a resolver la integral como nos indican, por partes. Para ello vamos a derivar el logaritmo
y a integrar el polinomio.

1
u = lnx = du= —dz
x

1 -1
dv:—2dx - v=—
T T

Vamos a empezar por encontrar una primitiva:

/ln—;daﬁ:_mx— ll.ldx:—lner/idx:—lnxil:—lnx—l
T x

T T x x 2 T
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Por tanto:

e

/e Inz —lnz—11° —lne—1 —=Inl-1 =2
1 1 e 1 N

1.3.23. Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (z+1)?27/2 que se anule en = = 1.

(Septiembre 05)

- Solucién:

Tenemos que nuestra funcién es:

2,-1/2 _ (41?2 2?4+204+1
== 7 —

Vamos a calcular la integral indefinida:

f(])) — (l‘—|— 1) 1'3/2 4 21,1/2 +$—1/2

924:5/2 43/2
w5 +IT+2x1/2+k

/(m3/2+2x1/2+x_1/2)d:c=

Segtn el enunciado tiene que anularse en x = 1, por tanto:

2 4 2 4 —6-20-30 —56
S 494 k= p=_2_ 2 _ o727 T
ptgt2th=0= 5 3 15 15

La primitiva buscada es:

B T

5+3 15

F(z)
1.3.24. Representar graficamente el recinto plano limitado por larectaz —y =1y
por la curva de ecuacién y = vz — 1. Calcular su area.

(Septiembre 05)

- Solucién:
Ambas funciones son conocidas y su representaciéon puede hacerse por una sencilla tabla de

valores que voy a omitir. Tras eso la representacion gréafica podemos verla en la figura 1.23.

Figura 1.23: Representacion detallada del area buscada

A continuacién vamos a calcular el area encerrada por las dos funciones. Empezaremos por

calcular los puntos de corte para delimitar los limites de integracion.

vVe—1 = x—1
(z —1)?
r—1 = z22—-2z+1

rz—1
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2 T =
—x°+3r—2=0—=

Por tanto el area quedaria:

(x —1)3 22

3 2
2 1 2 1 443-6 1 ,
<3 Z+2> <2+> 373 6 6"
4

1.3.25. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = z?, su

recta tangente en el punto (1,1) y el eje OY. Calcular su area.

+z| =

A:/12[\/x—1—(x—1)]dm:

—

(Junio 06)

- Solucién:
La funcién y = z* es de facil representacién, basta con dar algunos valores. Vamos a calcular la
recta tangente que nos piden y posteriormente realizaremos la representacion de la zona buscada.

Sabemos que la pendiente de dicha recta es la derivada de la funcién en el punto, por tanto:
fl(z) =42 = myy = f'(1) =4

Como la recta pasa por el punto (1, 1) y tiene la pendiente anterior, tenemos que la recta buscada
es:
y—1l=4(z-1)=y—-1l=4dx—-4=—y=4x—-3
En consecuencia, la representacion grafica de ambas funciones y la zona pedida la podemos ver

en la figura 1.24.

Figura 1.24: Representacion grafica de la region pedida.

Vamos a calcular el drea que nos piden:
! 5 1 6

/ [* — (42 — 3)] do = L 2?43z =2 -2+43=-u?
0 5 5 5

1.3.26. Halla una primitiva de la funcién f(x) = xe®.

(Junio 06)
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- Solucién:
Es una integral tipica para resolverla por partes, en la que tenemos que derivar el polinomio e

integrar la exponencial.
U=z i du=dx ]

dv=¢€dx ; wv=¢€"

/a:emdx = ge® — /emd:n = ge® —€”

No es necesario terminar el resultado sumando una constante pues nos piden una primitiva, no

todas.

1.3.27. Enuncia la regla de Barrow. Representa la grafica de la funcién
f@) = / it
1

(Septiembre 06)

- Solucién:
La regla de Barrow puede verse en cualquier libro.

Vamos a calcular cual es nuestra funcion:

v 21" 22 1 1 1
= tdt = |—| =" — 2 =222 —2
/() /1 {2]1 2 273" T2

De su ecuacion deducimos que se trata de una parabola. Para representarla vamos a calcular la

coordenada x del vértice y haremos una tabla de valores.
-b 0
Coordenada x del vértice — x = Crinke 0
a

La tabla de valores que utilizaremos es:

z/ 0 -1 1 -2 2 -3 3
y|-1/2 0 0 3/2 32 4 4

La representacion grafica la tenemos en la figura 1.25

1
Figura 1.25: Representacion grafica de la funcion f(z) = 3%~ 3

1.3.28. Representa la figura plana limitada por la grafica de la funcién f(z) = cosx,

. ™ 7T .
en el intervalo —3 <z< 57 y por la recta y = 3" Calcular su area.

(Septiembre 06)
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- Solucién:

La representacion del area pedida no es complicada, pues se suponen conocidas ambas funciones.
Dicha representacion la encontramos en la figura 1.26.

/ y=cos x

<
I
N~

Figura 1.26: Representacion grafica de la region pedida.

Vamos a encontrar los puntos de corte que nos diran cuales son los limites de integracion.

™

1
COST B T 3

1
Para hallar el area consideramos la funcion g(z) = cosx — =. Vamos a calcular una primitiva de

dicha funcioén. )
G(z) = / (cosx - 2) dx = senx — g

Sustituimos en los distintos puntos que tenemos resultando:

T e (T2 4T gy
G<2>—sen<2> 5 1+ 0'2146

4

G<37T> sen(;)§;+20/3424
o(5)-wn(§)- $- -2 -vou
G(g)—sen(g)—%zl—fzo’ﬂé]ﬁ

a <3> e <27T> — —0/3424 + 0'2146 = —0'1278

™ - —_q / —_q
G(g) G<3) 03424 + 03424 = 0/6848

G (g) —G (g) — (/2146 — 03424 — —0/1278

Y el area buscada seré:

A =|-0"1278] + 0'6848 + |—0'1278| = 0'9404 u*
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1.3.29. Representa graficamente el recinto plano limitado por las parabolas y = 1 —z?
e y = 222 y calcula su area.
(Junio 07)
- Solucién:

Vamos a representar las dos parabolas. Para ello empezamos por calcular sus vértices y hacemos
después sendas tablas de valores.

-y=1-22
b 0
xU:%:_—QZO
z|0 -1 -2 1 2
1 0 -3 0 -3
- 222
b 0
xU:%:jzo
z|0 -1 -2 1

ylo 2 8 2

Luego sus representaciones graficas son:

Figura 1.27: Representacion grafica de la region pedida.

Vamos a hallar los puntos de corte para calcular el area:

1 1
2x2:1—x2:>3x2=1:>x2:3=>$=:|:\/g=:|:\/§

3
Luego el area pedida es:

V3

_[°? 252 _
A_/,ﬁ(l T Qx)dx—/

3

i

(-3 = [e -2 7

“f%

:\/5_3\/3_(—\/§+3\/§>

_2V3 6v3_18V3-6V3 _12V3 43 ,
3 27 3 27 B B n

-3 27 27 27 9
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1.3.30. Calcula el valor de la integral

10
/ (z —2)Y3da
3

(Junio 07)

- Solucién:

/1°(x_2)1/3dm:[ 4/3] lsﬁ} [3@_2)3@_2)110
’ 3
2498 3V1 48
T4 4

1.3.31. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = 223, su

recta tangente en el origen de coordenadas y la recta x = 2. Calcula su area.

(Septiembre 07)

- Solucién:
La representacion grafica de la region pedida esté en la figura 1.28. Vamos a calcular la recta

tangente en x = 0. Sabemos que la ecuacion de la recta tangente es:
y — fzo) = f'(z0) (z — z0)
Empezamos por calcular la pendiente:
f'(z) =62 = my, = f(0) =0

Ademas tenemos que f(0) = 0.
Luego la recta tangente es y = 0.

Para la funcién hacemos una tabla de valores que aqui omitimos.

- /__’/?
Figura 1.28: Representacion grafica de la regiéon pedida.

Vamos a calcular el area. En la grafica podemos ver marcada la region a la que queremos

2 472
16
A:/ngdx:{x} =— —0=8u?
0 2 1, 2

calcularle el area.
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1.3.32.
a) Enuncia el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral.

b) Calcula el punto al que se refiere dicho teorema para la funcién f(r) = 322 + 1 en

el intervalo [0, 3]
(Septiembre 07)
- Solucién:

a) La parte teorica puede encontrarse en cualquier libro.
b) Vamos a ver cuanto vale la integral.

3 .
/0 (32 + 1) da = [¢* + 2] = 30 — 0 = 30

Vamos a buscar el valor pedido.
fe)(3=0)=30= (3c+1)-3=30=9c"+3 =30 =
=9 =2T=c?=3=c=+V3
De los dos valores solo nos sirve ¢ = v/3, pues el otro no pertenece al intervalo (0, 3).

1.3.33. Calcula el valor de la siguiente integral (puede hacerse con el cambio de

variable t = In(x))
€ 1

1z (1+in(z))

donde [n denota el logaritmo neperiano.

dx

(Junio 08)

- Solucién:

Para resolver la integral empezaremos por calcular una primitiva. Realizamos el cambio acon-

sejado. )
t=lIn(z) = dtz;da:
Luego:
——dt=In(1+t)=In(1+1
/ (1+ln /1+t n(l+1) =in(1 + inz)
Por tanto:

‘ L ¢ =(In n(e)) —In n =In(2) —In(1) =In
Amdxz[ln(l+ln(x))h—(l (14 In(e)) —In(1 +In(1))) = In(2) — In(1) = In2

1.3.34.

a) Representa graficamente el recinto plano limitado por la recta y+2x —6 =0y la

parabola y = —2% 4 2z + 3.

b) Calcula su area.

(Junio 08)
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- Solucién:

a) Vamos a hacer una tabla de valores para la recta:

z |0 2
y|6 2
Vamos a calcular una tabla de valores para la parabola. Para ello empezamos por calcular su

vértices y hacemos después dicha tabla de valores.

b -2

Tl

z|1 02 -1 3
y|4 33 0 0

La representacion grafica es:

y+2x-6=0

y=-X2+Rx+3

AN

Figura 1.29: Representacion grafica de la region pedida.

b) Vamos a calcular el area. Para ello empezaremos por calcular los puntos de corte de las dos

graficas:

2r—6=0 =-2 6
y+ 22 }: y =2+

) ) = 224+6=—2°4+22r+3
y=—-z"4+2x+3 y=—z“4+22+3

Luego:
2 —4x4+3=0

Resolviendo la ecuaciéon obtenemos:

4+2
4416 —12 442 2
Tr = = =
2 2 12
=

Vamos a resolver la integral.

3 3
= 7(7}2 X — (—2T Xr = 71‘2 Xr — Xr =
Af/1 [(~a® + 20+ 3) — (~20 +6)] d /1 (—a® + 4z — 3)d

3 3 1
Z[—+2x2—3x} =(—9—|—18—9)—<—3—|—2—3)=
1
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1 1-6+9 4,
—-_9 T _ =
3 +3 3 Su
1.3.35. Calcula la funcién f(x) cuya grafica pasa por el punto (0,1) (es decir, f(0) = 1)
2
y que tiene como derivada la funcién f'(z) = = i 1

(Septiembre 08)

- Solucién:
Vamos a calcular la integral indefinida de f’(z) y luego le impondremos a la funcion obtenida

que pase por el punto (0,1) para calcular el valor de la constante.

2x _ 9

Por tanto, como f(0) = 1, tenemos:
mMl+K=1—K=1

Luego la funcion buscada es:
fl@)=In(a®+1) +1

1.3.36.
a) Define el concepto de primitiva de una funcion.

b) Di, razonando la respuesta, si las funciones Fj(z) = sen’z y Fy(r) = —cos’xr son

primitivas de una misma funcién.

(Septiembre 08)

- Solucién:
La respuesta al primer apartado puede encontrarse en cualquier libro de texto, por lo que
pasaremos a resolver la segunda.

Vamos a calcular las derivadas de Fy(z) y de Fy(z) y veremos si coinciden.
F{(z) =2 - senx - cosx

Fj(x) =2 (—cosz) - (—senx) = 2 - senx - cosx

Por tanto, ambas funciones son primitivas de una misma funcién.

1.3.37.

a) Exprese f(z) = z - |z| como una funcién definida a trozos y dibuje su grafica de

forma aproximada.
b) Calcule la integral definida [' z - |z|dz.

c) Calcule el area del recinto plano limitado por la grafica de f(z), el eje OX, la recta

r=—1ylarectaz=1.

(Junio 09)

- Solucién:

Respondemos a las tres cuestiones.
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a) Si tenemos en cuenta que:

-z st x<0

r st x>0
2| = .

tenemos que

2 si x>0
—r° st x <0

Por tanto su grafica es:

F(x)=x.|x|

Figura 1.30: Representacion grafica de la funcion f(z) = x - |x|.
b) La integral definida de una funcion definida a trozos tiene que tener en cuenta los dos trozos,

1 0 1 370 371
_ 2 2, | =% |
[t = [ =i [[otae= |SE] 4[5 -

1 1 1 1
—|:0—§:|+|:§—0:|——§+§—0

por tanto:

c¢) El area que estamos buscando podemos verla en la siguiente grafica:

F(x)=x.|x|

Figura 1.31: Representacion grafica del drea buscada.

El area seré por tanto:




52 1. Andlisis

1.3.38.
a) Escriba la férmula, o regla, de integracion por partes.

b) Apliquela para calcular la siguiente integral indefinida

/ 22cosxdx

(Junio 09)

- Solucién:

La respuesta al primer apartado puede encontrarse en cualquier libro. Vamos a resolver la
segunda cuestion.

Es una integral en la que habra que aplicar la integral por parte dos veces. En ambos casos

derivaremos el polinomio e integraremos la funcién trigonométrica.

u = z2 = du = 2xdx

dv = cosxdr = v = senx

Sustituyendo tenemos:
/IQCOSIdCC = x?senx — /stenxda: = 2%senx — 2/xsenxdcc = (%)

Volvemos a aplicar la integracién por partes.

dv = senzdr = v = —cosx

Sustituyendo, de nuevo, tenemos.
(x) = 2%senx — 2 {—xcosx — / —cosxdm} = 2%senz — 2 {—xcosx + /cosmdm]

= 2%senx + 2xcosz — 2senx + k

1.3.39. Dada la parabola de ecuacién y = —22 — 2z + 3, sea r su recta tangente en
r = —1y sea s su recta tangente en r = 1.
a) Calcule las ecuaciones de r y de s.

b) Represente, de forma aproximada, el recinto plano limitado por la parabola, la

recta r y la recta s.
¢) Calcule el area de dicho recinto.
(Septiembre 09)

- Solucioén:
Vamos a empezar por calcular las rectas r y s. Comencemos por r. Para ello vamos a calcular

la pendiente (que sera el valor de la derivada en = —1) y el punto por el que pasa P (—1,y(1)).

y(z)=-2r—-2=y'(-1)=2-2=0
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A su vez tenemos que y(1) = —1 4+ 2+ 3 = 4. Por tanto m, =0y P(—1,4).

En consecuencia la ecuacién de la recta r es:
y—4=0z+1)=>y=4
Vamos a calcular ahora la ecuacion de s. Analogamente a la recta r tenemos:

y(1)=-2-2=-4

y tenemos que y(1) =1 -2+ 3 =0. Luego ms; = —4 y Q(1,0).

Por tanto la ecuacion de la recta s es:
y—0=—-4(z—-1)=y=—-4x+4
Pasemos al segundo apartado. Vamos a representar el recinto que nos piden. Para representar

la pardbola vamos a calcular la coordenada x del vértice:

—b 2
== —_1

T o, T

Vamos a calcular una tabla de valores:

Para las rectas basta con una tabla de valores con s6lo dos valores:

= Recta r:

La tabla de valores podria ser

z|—-1 1
y| 4 4
= Recta s:
La tabla de valores podria ser
rz|—-1 1
y| 8 0

Luego la zona es:

y=xz-2x+3

]X“

Figura 1.32: Representacion gréfica del drea buscada.
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Vamos a calcular el area que nos piden en el altimo apartado. Si observamos la grafica anterior
podemos ver que hay dos zonas delimitadas.

Una en el intervalo [—1,0] y definida por las funciones y = —x? — 2z + 3 y por la funcién y = 4.
A esta zona la llamaremos Aj.

La otra en el intervalo [0,1] y definida por las funciones y = —2? — 2z + 3 y por la funcién
y = —4x + 4. A esta zona la llamaremos A,.

Vamos a ver los puntos de corte que observamos graficamente.

» Puntos de corte de las funciones y = —2%2 — 2z +3 e y = 4.
—? =2 43=4=> 22 -20—-1=0=>2>420+1=0=>(z+1)°=0=2=—1
= Puntos de corte de las funciones y = —22 — 2z + 3 e y = —4z + 4.
2?2 43=—-dr+4= 2 +2r4+1=0=2> -2t +1=0=(2-1)°=0=>2=1
» Puntos de corte de las funciones y =4 e y = —4x + 4.
—Ar4+4=4=-4dr=0=>2=0
El area que queremos calcular es A = Ay + As. Vamos a calcular A1 y As.

A = /O [4—(—3:2—2334—3)]613::/0 (2* 4+ 2z 4+ 1) do =

-1 -1

3 0
{x+x2+x] :0—<—1+1—1):1u2
4 3 3

3

0 0
Ay = / [—4x+4—(—x2—2x+3)]dx:/ (2 —22+1)dz =
-1 -1
3 0 1
= {—x2+m] =<—1+1)—0=U2
Luego:
1 1 2
A=A+ Ay =—+- =242
1+ Az 3+3 g
1.3.40.

a) Calcule una primitiva de la funcién racional

_ 1
T 1—g2

f(z)

b) Calcule la integral [ —_dz (puede utilizarse el cambio de variable ¢ = senz).

(Septiembre 09)

- Solucién:
Vamos a calcular la integral de esa funcion. Es obvio que se trata de la integral de una funcién
racional con raices simples [1 — 2% = (1 — z)(1 + z)].

1 A B A(l+z)+B(1-1)

1—x2_1—x+1+x_ 1— 22
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Luego:
Al+z)+B(l—2z)=1 VreR

Por tanto, dando a z los valores 1 y —1 tenemos:

r = 1=22A=1= A=

N —

r = —1:>—2B:1:»B:—%

En consecuencia:

1 1 -1 1 1
— _dr= [ 24 2 gr=——In|]l — 2| — =in|1 k
/1—x2 v /1—3: x+/1—|—x$ pinll =l = ginll +af+

La primitiva que nos piden podria ser:

1 1
F(x) = —iln\l —x|— iln\l + x|
Vamos a calcular la otra integral que nos piden aplicando el cambio aconsejado:
t = senz = t>=sen’s = 1—t> = cos’z = cosx = /1 — 12

dt

dt = coszdr = dx = ——
1—1¢2

Luego:

/ 1 dt _/ .
Vi—#2 V1i-+#2 1—t2
Ahora bien, 1 —t* = (1 —t)(1 + t). Por tanto:

AQ+t)+B(1—-t)=1 VieR
Sustituyendo t =1y t = —1, tenemos:
1
t = 1:>2A:1:>A:§
1
t = —1:>—2B:1:>b:—§
En consecuencia:

/ Lo / 2 dt+/ ~3 dt =~ 11—t L 1+t +k
——dt = =—=In|ll —t|— =In
- 1—t¢ 1+t 2 2

Si deshacemos el cambio tendremos:

1 1 1
/ dr = —=In|l — senz| — =In|1 + senx| + k
cosx 2 2
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Capitulo 2

Algebra,

2.1. Matrices y determinantes

2.1.1. Definir la suma y el producto de matrices. Dar un ejemplo de dos matrices

que no pueden sumarse ni multiplicarse.

(Septiembre 00)

- Solucién:
La parte tebrica puede encontrarse en cualquier libro.

Como ejemplo de matrices que no pueden sumarse ni multiplicarse tenemos:

1 2 3 1 3
A= 0 -1 2 y B=
3 5 =2

Es evidente que estas matrices no pueden sumarse, pues no son de la misma dimensién. De
forma analoga no es dificil comprobar que no pueden multiplicarse, pues para eso es necesario que
el nimero de columnas de la primera coincida con el nimero de filas de la segunda, cosa que no

ocurre en ninguno de los casos.

2.1.2. Determinar todos los ntimeros reales = para los que es positivo el determinante

3 -3 T
l—-2z x+1 -1
2 0 T

(Septiembre 01)
- Solucién:

Vamos a calcular el valor del determinante en funciéon de x para luego estudiar la inecuaciéon

resultante.
3 -3 x
l—z z+1 -1 |=3z(z+1)+6—-2x(z+1)+3z(1l—2)=
2 0 x

=377+ 32 +6 — 22> — 22+ 3x — 377 = —22% + 42 + 6
Vamos a ver donde —2z2 + 4z + 6 > 0. En primer lugar buscaremos las raices y con ellas

o7
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construiremos la tabla para estudiar el signo de la funcion.
222 +4x4+6=0=2>-22-3=0

x_2ﬂ:\/4+12_2ﬁ:4{ z=3

2 2 r=-1

Vamos a estudiar el signo de la funcién:

| (—o0,~1) | (=1,3) | (3, +00)
—22% + 42+ 6 ‘ — ‘ + ‘ -

Luego el determinante es positivo en (—1, 3).

2.1.3. Calcular todas las matrices X tales que AX + B = X, donde

() ()

(Septiembre 01)
- Solucién:

Empezaremos por despejar la X y después realizaremos las operaciones que sean necesarias:
AX+B=X=—AX-X=-B—=(A-)X=-B=—=X=(A-1)"-(-B)
El altimo paso s6lo podemos hacerlo si la matriz A — I es regular, cuestién que veremos a
1 1 10 0 1
A-1T= — =
1 1 0 1 1 0

Es evidente que esta matriz es regular, pues su determinante es distinto de cero. Vamos a calcular

continuacion.

la inversa. Supongamos que dicha matriz es:

(A-I)7'= ( vy )
z T
Dicha matriz cumplira:

(o) ()08 ) =emm=(0 )

Por tanto, sustituyendo tenemos:

wamrem=(40)(31)(5)

2.1.4. Calcular la matriz X tal que AX = B, donde

(1)-(2)

(Junio 02)
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- Solucién:
Como la matriz A es invertible (pues |A| = 1 # 0) podemos despejar la matriz X multiplicando

por la izquierda por la inversa de A.
A-X=B=A"1' A X=A'"B=X=A4"B

Vamos a calcular la inversa de A.

r=1
1 2 1 = = _
Ty o\ _ 0 . 2e+y=0=1y 2
z t 0 1 0 1 z=0
2z+t=1=t=1
En consecuencia:
1 -2 1 2 -5 —6
X=A"1.B= : =
0 1 3 4 3 4
2.1.5. Calcular dos ntimeros naturales a,b menores que 10 y tales que la siguiente

matriz A tenga rango 2:

w O N
= Ot N
S o

(Junio 03)

- Solucién:

Es evidente que Rg(A) > 2, pues

2
. ‘ =10 # 0. Calculemos el valor del |A].

2 b
|A] = 5 a | =10b+ 6a — 15b — 2a = —5b + 4a
1 b

w O N

Los nimeros que buscamos tienen que ser naturales, menores que 10 y anular el deter-
minante. Por tanto:

—5b+4a:0:>4a:5b:>b:4€a

Esto solo es posible si a =5y b= 4.

2.1.6. Definir el producto de matrices. Dar un ejemplo de dos matrices A, B con 2

filas y 2 columnas, tales que A - B no coincida con B - A.

(Septiembre 03)

- Solucién:
La parte teoérica puede encontrarse en cualquier libro.
Lo mas natural seria que al elegir dos matrices el producto no sea conmutativo. Vamos a en-

contrar dos matrices que cumplan lo que piden y vamos a comprobar que asi ocurre. Tomamos las

(a3

matrices:
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Realicemos ambos productos para ver que no coinciden:
1 2
A.B— 3\ 3 _ 5 6
2 5 1 1 9 11
2 1 21
B.A— 3 . 3 _ 8
11 2 5 3 8
2.1.7. Determinar todas las matrices X tales que A- X = X - A, donde:
11
A —
1 1
(Junio 04)

- Solucién:

Supongamos que nuestra matriz X tiene la forma:

c d
Siendo A como es tenemos que:
A.X = 1 1 a b _ a+c b+d
11 c d a+c b+d
X.A-|® b 1 1 _ a+b a+d
c d 1 1 c+d c+d

Buscamos que A- X = X - A, por tanto igualando tenemos:

atc b+d\ [ a+b a+bd
a+c b+d ) \ c+d c+d
De lo que deducimos que:
d+c=d+b=c=0
J+d=a+F=a=d
at+é¢=¢+d=a=d
b+d=c+d=c=b

Por tanto la matriz X buscada tiene la siguiente forma:
a b
X_ =
b a

2.1.8. Hallar una matriz con tres filas y tres columnas que tenga tres elementos

nulos y tal que ninguno de sus menores de orden dos sea nulo.

(Junio 04)
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- Solucién:

I
= o= O
==
(e e

2.1.9. Definir el concepto de rango de una matriz. Dar un ejemplo de una matriz

con 3 filas y 4 columnas que tenga rango 2.

(Septiembre 04)

- Solucioén:
La parte de teoria se puede consultar en cualquier libro.
Para el segundo interrogante basta con coger las dos primeras filas que den rango 2 y la tercera

sea combinacién lineal de estas dos, por ejemplo, la suma de las dos:

1 3 2 0 1 3 2 0
X = -1 1 0 3 =] -1 1 0 3
1-1 3+1 240 043 0 4 2 3

2.1.10. ;Puede aumentar el rango de una matriz cuadrada de 3 filas al sustituir un

coeficiente no nulo por 07;y permanecer igual?. Justificar las respuestas.

(Septiembre 04)

- Solucién:

En ambos casos la respuesta es SI. Veamoslo con un ejemplo.

En el primer caso, supongamos una matriz de rango 2 en la que la tercera fila sea suma de las
dos primeras. si en la tercera fila cambiamos un nimero por cero es posible que el rango sea tres.

Veamos un ejemplo:

>
Il
I R

2
1
3

gt N W

Esta matriz tiene rango 2, mientras que la matriz A’ que mencionamos a continuacion tiene

rango 3:
1 2 3 1 2 3
A'=13 1 2 |=|A=|3 1 2|=16+27T-12—-6+#0
4 3 0 4 3 0

En el segundo caso veamos el ejemplo:

Il
—_ = O
—_— O =
S ==

Esta matriz tiene rango 3, pues |[A] =2 # 0

Ademés si cambio un 1 por un 0, como en el ejemplo que sigue, tenemos:

A =

—_ = O
—_ O
S = O

que también tiene rango 3, pues |A'| =1#0
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2.1.11. Sea A una matriz cuadrada tal que A2 = A + I, donde I es la matriz unidad.

Demuestra que la matriz A es invertible.
(Junio 06)
- Solucién:

Una posible manera de resolverlo es comprobar que la matriz B = A — I es la inversa de A.

Vamos a comprobarlo.
A B=A-(A-D=A2—A=A+T-A=1

B-A=(A-1) A=A -A=A+1-A=1

Luego la matriz B asi construida es la inversa de A y por tanto A es invertible.
Otra forma de resolverlo seria la siguiente:

Tenemos que A% = A + I, por tanto:
A2 A== AA-1)=1

Como ambas matrices son iguales, sus determinantes son iguales y operando llegamos a lo que

queremos.

[A(A = D) = |[I| = |A[[A = I| = [I] =1

En consecuencia ninguno de los factores puede ser cero al ser el producto 1 y de ahi deducimos

que |A| # 0= A es invertible.

2.1.12. Escribe un ejemplo de una matriz de rango 2, con 3 filas y 4 columnas, que

no tenga ningun coeficiente nulo.
(Septiembre 06)
- Solucién:

Basta con tomar las dos primeras filas linealmente independientes sin coeficientes nulos y su-

marlas para obtener la tercera, como por ejemplo

1 2 3 4
5 6 7 8
6 8 10 12

2.1.13.

a) Calcula el rango de la matriz A, segin los valores del parametro a

1 2 3 a
2 4 6 8
3 6 9 12

b) Escribe las propiedades del rango que hayas usado.

(Junio 07)
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- Solucién:

a) Es evidente que las columnas 2% y 3* son proporcionales a la primera, luego como mucho el

3
rango serd 2. De igual manera las filas 2* y 3* son proporcinales (Fj5 = §F2)7 por tanto el

nico menor que puede dar distinto de cero es:
1 a
=8—-2a=0=a=4
2 8

En consecuencia:

-Sia=4= RgA=1
-Sia#4=— RgA=2

b) Mirar en un libro, aunque ya se razoné en el apartado anterior.

2.1.14. Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

a) Si sabemos que el determinante de la matriz 24 es |24| = 8. ;Cuanto vale el
determinante de A? Escribe la propiedad de los determinantes que hayas usado

para obtener este valor.

b) Calcula para qué valores de z se cumple que |2A| = 8, siendo A la matriz

x 1 1
A= z+1 2 2
x 2—x 1

(Septiembre 07)

- Solucién:

a) La matriz 24 se obtiene multiplicando cada fila por 2. Como son tres sus filas tenemos:
24] = 2 - 4]

En consecuencia tenemos |A| = 1.

La propiedad que hemos usado es aquella que dice que si multiplicamos todos los elementos
de una fila o columna de una matriz cuadrada por un mismo niumero, el determinante de la

matriz resultante es el producto de dicho numero por el determinante de la matriz original.

b) Segin lo anterior |A| = 1. Ahora bien

T 1 1
x+1 2 2 |=2z4+2z+(x+1)2—2)—-2x—(z+1)—22(2—2) =
T 2—-z 1

=2+ 2%+ 2 +2—2’—zx—-2x—x—1—-dr+22°=2> -2z +1

En consecuencia:

Al=2? -2 +1=1=2>-22=0

z=0

z(r—2)=0=
r—2=0=2x=2
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2.1.15. Calcula la matriz X tal que 4°X = A, donde
1 2
A =
(Septiembre 07)

- Solucién:

Vamos a empezar por calcular A2.

) )60

Es obvio que la matriz resultante es regular, pues su determinante vale 1.

(23)0)

Mi ecuacioén es:

Luego:

Vamos a calcular primero la inversa:

(o) = 3) =5 9) = (5

En consecuencia:

2.1.16. Determina el rango de la matriz A segiin los valores de b:

-1 2 b
A= b b-3 -1

(Junio 08)
- Solucién:
Vamos a resolver el determinante de orden 3 e igualaremos a cero.
-1 2 b
b b—3 -1 |=—0b—-3)+20>—20—2=—b+3+20>—-20—2=20>-3b+1=0

0 2 1
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Resolviendo la ecuacion tenemos:

341,
y_3EVI-8 31 4
4 4 3-1 2 1
4 4 2
Por tanto:
. 1
" S1b7é1,§ el rango es 3.
= Sib =1 la matriz es:
-1 2 1
-2 -1
0 2 1

En este caso el rango es 2, pues las dos primeras filas son linealmente dependientes y la 22 y

3? son linealmente independientes.

1
n Sib= 3 la matriz es:

1
12 g
1 5
|
2 2
0 2 1

En este caso el rango también es 2 pues las filas 2% y 3% son linealmente independientes y no

puede ser tres al anularse el determinante.

2.1.17.
a) Define el concepto de rango de una matriz.

b) Determina razonadamente si la tercera fila de la matriz A es combinacion lineal

de las dos primeras

(Septiembre 08)
- Solucién:

a) La respuesta a este apartado puede encontrarse en cualquier libro de texto.

b) Dada la matriz

vamos a ver si existen a y b distintos de cero tal que:

(2,1,1) = a(1,1,1) + b(1,2, 1)
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De aqui obtenemos el siguiente sistema:

a + b = 2
a + 2b =
a — b =1

De las ecuaciones 1* y 3* deducimos:

a + b

:>2a:3:>a:§
a — b 2

3 1
Por tanto b=2 — - = =
or tanto 5= 5

Si estos valores cumplen la segunda ecuacién tendriamos que si es dependiente de las dos

primeras, en caso contrario seria independiente. Sustituimos y tenemos

Luego la tercera fila es independiente de las dos primeras.

2.1.18. Sea A una matriz cuadrada de orden 3. Sabemos que el determinante de A
es |A| = 2. Calcula los siguientes determinantes:
a) |24].
b) [A71].
c) |A- At| (At es la traspuesta de la matriz A).

d) Determinante de la matriz obtenida al intercambiar las dos primeras columnas
de A.

e) Determinante de la matriz que se obtiene al sumar a la primera fila de A la

segunda multiplicada por 2.

(Junio 09)
- Solucién:

a) La matriz 24 es aquella que se obtiene multiplicando cada elemento de A por 2. Ademaés hay
una propiedad de los determinantes que afirma, que si multiplicamos los elementos de una
fila 0 columna de una matriz cuadrada por un nimero no nulo, el determinante de la matriz
queda multiplicado por dicho niimero.

En consecuencia, como todas las filas estdn multiplicadas por 2 y la matriz A es de orden 3,
24| =23 - |A| =8-2=16

b) Sabemos que |A - B| = |A| - |B|. Ademés, A- A~! = I cuyo determinante vale 1.
Por tanto,
1 1
—1 —1 —1
’A-A ’:\I|:’A ‘-|A|:1:‘A ’:m:§

¢) Aplicando la misma propiedad anterior y otra que dice que |A?| = |A],

|A- A = |A]- |AY] = AP =4
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d) Hay otra propiedad de los determinantes que dice que si intercambiamos dos filas o columnas
de una matriz, el determinante de dicha matriz cambia de signo.

Por tanto el determinante buscado vale —2.

e) Hay otra propiedad que dice que si a una fila o columna le sumamos una combinacién lineal
de las demas paralelas, su determinante no varia. En consecuencia el determinante de esta

nueva matriz sigue siendo 2.

2.1.19. Determine el rango de la matriz A siguiente segiin los valores del parametro

b:
0 b b
A= 1 0
b -2 0
(Junio 09)
- Solucién:

Para estudiar el rango vamos a calcular el determinante de la matriz.

0 b b B
Al=]1 0 1|=02-20=0=0b0b—-2)=0=]
b -2 0 B

Luego:
m Sib#0,2= RgA =3

= Sib =0 la matriz resultante es

0 0 0
A=11 0
0 -2 0
0
En este caso RgA = 2, pues el menor 5 =-2#0
= Si b= 2 la matriz resultante es
0o 2 2
A= 1 0
2 -2 0
En este caso RgA = 2, pues el menor ‘ =-2#0
2.1.20. Considere las matrices:
1 T 0
A= —2 ,Bz(l 2 2),X= vy |.o=1 o
-1 z 0

a) Diga razonadamente cudl es el rango de la matriz A - B.

b) Clasifique y resulva el sistema de ecuaciones:

A-B-X=0
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(Septiembre 09)
- Solucién:

a) Por definicion, el rango de A - B, tiene tantas filas como A y tantas columnas como B. Por

tanto es una matriz cuadrada de orden 3.

b) Veamos cudl es la matriz A - B.

1 1 -2 2
A-B=| -2 (1—2 2): 2 4 4
-1 -1 2 =2
El sistema sale de:
1 -2 2 T
A-B-X=0= -2 4 -4 =
-1 2 =2 z
Por tanto es:
r — 2y + 2z =0
-2z + 4y — 4z =0
- + 2y — 2z =0

Es obvio que se trata de un sistema homogéneo, luego ya sabemos que es compatible. Ademéas
es facil observar que las ecuaciones segunda y tercera son proporcionales a la primera, luego

podemos eliminarlas y quedarnos solo con la primera.

Tengo pues un sistema compatible con una ecuacion y tres incégnitas, luego es compatible

indeterminado y ademas voy a necesitar dos parametros.

Para resolverlo voy a transformar en parametros las incégnitas y y z. Entonces tenemos:

x—2y+22=0 r= 2a — 203
Y=« = y= «
z=p z= B
1 1 1
2.1.21. Considere la matriz A = a b ¢
a®> b 2

a) Calcule el determinante de A y compruebe la igualdad

Al = (b—a)(c—a)(c—b)

b) ;Qué relaciéon debe existir entre a, b y ¢ para que el rango de la matriz A sea igual

a 1?7 Justifique la respuesta.

(Septiembre 09)
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- Solucién:

Este determinante es conocido como determinante de Vandermonde.

1 1 1 (F2=F2—aF1) 1 1 1
= —a2
Al = a b L c—a |=1-A;=
a® v ¢ 0 ¥ —a? c?—a?
b—a c—a 2 _ 2 2 _ 2
= 2 2 =(b—a)(c* —a®) — (c—a) (b* —a?)

= (b—a)(c—a)(cta)—(c—a)b—a)(b+a)=

= (b—a)(c=a)llct+a) = (+a)=(b-a)c—a)c-b)

Vamos a responder al segundo apartado.
Es obvio que RgA = 1 por la primera fila. Para que sea so6lo 1 las otras dos filas tienen que ser
dependientes de ésta, es decir, tienen que ser proporcionales a ella. De aqui deducimos que a, b, y ¢

tienen que ser iguales.
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2.2. Sistemas de ecuaciones

2.2.1. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es
M. Hallar un sistema equivalente tal que todos los elementos de la diagonal

principal de la nueva matriz asociada sean nulos:

-1 0 3
M = 3 11
0 21

(Junio 00)

- Solucién:

Vamos a aplicar el método de Gauss para hacer los ceros que nos piden.

-1 0 3 -1 0 3 -1 0
3 01 1 | BEbeRl g | BEEES L 6 0o
0 2 1 -3 1 0 -3 1
0o -1 9
Fy=3F,—F; 6 0
-3 1 0
La matriz buscada es:
0o -1 9
M = 6 0
-3 1 0

2.2.2. Dar un ejemplo de un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 incégnitas que

sea incompatible.

(Junio 00)

- Solucién:

r+y+z=1
T+y+z=2

2.2.3. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segtin el parametro a:

(a—3)x + 4z = 2
x - 2z = -1
—x + ay + 2z = a

(Septiembre 00)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

a—3 0 4 2
1 0 -2 -1
-1 a 2 a
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Vamos a empezar por estudiar el rango de la matriz de los coeficientes:

a—3 0 4
1 0 -2 |=4a+2a(a—3)=4a+2d* - 6a =2a*> —2a
-1 a 2

Igualando a cero resulta:

a =

a =

2&2@-0:¢@aﬂa—0:${

Vamos pues a estudiar cada caso.
s Sia#0,1 = RgA = RgA’ =3 =n° de incognitas = S. C. Determinado.

= Si a = 0 la matriz que resulta es:

-3 0 4 2
1 0 —-2|-1
-1 0 2 0

Las filas segunda y tercera hacen que el sistema sea incompatible.

= Si @ =1 la matriz que obtenemos es:

-2 0 4 2
1 0 —-2|-1
-1 1 2 1

Vamos a estudiar el rango de A y A’ para ver como seria.

Es evidente que el rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues tenemos:

0
JE

1
-1

Vamos a ver que pasa con la matriz ampliada. Su rango es igual a dos, pues las filas primera

y segunda son proporcionales.

Por tanto el sistema es compatible indeterminado, pues

RgA =2 = RgA’ <3 =n° de incognitas

2.2.4. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segtin el valor del parame-

tro a:
ar — ay + az =a
(3 —2a)z 1
x 4+ (a—1)y =0

(Junio 01)
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- Solucién:

La matriz asociada a nuestro sistema es:

Veamos donde el determinante de la matriz de los coeficientes es cero.

—a a
0 0 3-2a|=-a(3-2a)—ala—1)(3—-2a)=—-3a+2a*— (3a®> —2a® — 3a + 2a*) =
1 a-—1 0

2 _ s 0=
_ 2 o 2 3 9.2 _ o3 o2 a”=0 a=0
= 3G+ 2a” — 3a” + 2a° + 36 — 2a° = 2a° — 3a° =0 = 3
2a—3:0=>a:§

Por tanto:
3
= Sia#0, 3 = RgA = RgA’ = 3 = n° incégnitas = Sistema Compatible Determinado.

s Sia =0 la matriz es:

0 0 0}0
A= 0 0 3|1
1 -1 0]0

Como la primera fila es entera de ceros, y es evidente que hay menores de orden 2 distintos

de cero, por lo que tenemos que:

RgA =2 = RgA’ < n° incognitas = Sistema compatible indeterminado.

. 3 .
= Sia= 2 la matriz que resulta es:

3 3 313

2 2 2|2

A=l o0 o0 o1
1

1 - o0]o
2

Como la segunda fila crea una imposiblidad tenemos que el sistema es incompatible para dicho

valor.
2.2.5. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segiin el valor del para-
metro a:
a y + (a+1) z =a
a + z
+ a zZ =a
(Junio 02)
- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

0 a a+1]a
a O 1 a
1 0 a a
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Vamos a empezar por estudiar el rango de A, ya que es una matriz cuadrada.

0 a a+1
a 0 1 za—a320za(1—a2):0:>{
1 0

a

a=0
1-a?2=0=a==1

Luego:

-Sia#0,1,-1 = RgA =3 = RgA’ = n° incognitas = S. C. Determinado.

- Si a = 0 la matriz que nos queda es:

= o O
o O O
o =
o O O

El sistema es compatible por ser homogéneo. Ademaés la 1? y la 2® fila son iguales y hay un
menor de orden dos que es distinto de cero (formado por las filas 1 y 3, y las columnas 1 y 3).

Por tanto el RgA = 2. En consecuencia:

RgA =2 = RgA’ < 3 =n° incognitas = S. C. Indeterminado.

- Si a =1 la matriz es:

_ = O
o O =
_ =N
= o=

Las filas 2% y 32 son iguales, pero hay un menor de orden dos que es distinto de cero (formado
por las filas 1 y 2, y las columnas 2 y 3). Por tanto el RgA = 2. Veamos el rango de la

ampliada.

O O =
=N
==
Il
—_
|
—

Il
o

Luego el RgA’ = 2 y por tanto:

RgA =2 = RgA’ < 3 =n° incégnitas = S. C. Indeterminado.

- Si a = —1 la matriz resultante es:

Es facil observar que las filas 2* y 3* son incompatibles, luego el sistema, para este valor, es

incompatible.
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2.2.6. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es
M. Hallar un sistema equivalente tal que los tres coeficientes que estan por

encima de la diagonal principal de la nueva matriz asociada sean nulos:

0 1 -1
M=] -1 0 2
0 4 4

(Septiembre 02)

- Solucién:

Vamos a conseguir los ceros que nos piden utilizando el método de Gauss.

0 1 -1 -1 0 2 -1 0 2
-1 0 2 M 0 1 -1 m 0 1 -1
0 4 4 0 4 4 0 0 8
—4 0 0
m 0 8 0
Fy=8Fy+F3
0 0 8

Esta seria la matriz asociada al sistema buscado.

2.2.7. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segtin los valores del pa-

rametro a:
ay + az =0

T + =z =0

dr — 2y + az =a

(Septiembre 02)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:

0 a al0
1 0 110
4 -2 ala

Vamos a ver el determinante de la matriz de los coeficientes:

0 a a
[Al=|1 0 1 |=4a—-2a—d*=—a*+2a
4 =2 a

Igualando a cero obtenemos los valores que anulan el determinante.

2 a
—a*+2a=0—=
a =

En consecuencia tenemos que:

» Sia#0,2 el sistema va a ser compatible determinado.
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s Sia =0 la matriz asociada es:

0 0 O0}0
1 0 110
4 -2 010

Se trata de un sistema homogéneo. Tiene una fila de ceros, luego el rango no puede ser tres
1 0

y ademaés 5 | = —2 = 0. Por tanto el sistema es compatible indeterminado y necesita

un parametro.

RgA = RgA’ = 2 < 3 = n° de incognitas.

= Si a =2 la matriz queda:

0 2 210
1 0 110
4 -2 2|2
. . 2
El rango de la matriz de los coeficientes es dos, pues 0 ‘ =-2#0.
En cambio la matriz ampliada tiene rango tres, pues
0 2 0
1 0 0|=-4#0= RgA=2+# 3= RgA’
4 -2 2

Por tanto el sistema para este valor es incompatible.

2.2.8. Determinar el valor del parametro a para que las siguientes ecuaciones lineales

sean linealmente dependientes

r + y + =z =1
3. + 2y + =z =1
y + 2z =a

(Junio 03)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

S W o=
— N
I e
Q =

Para que ocurra lo que nos piden, el sistema ha de ser compatible indeterminado, es decir,

RgA = RgA’ < n° de incognitas. Veamos cuanto vale el rango de A.

- RgA > 2 pues

1
=—-1+#0.
AREY

- RgA = 2 pues:

—443-6-1=0

S W o=
— N
N = =
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Por tanto se produciré lo que piden si el RgA’ = 2, es decir, si

=2a+3—-3a—-1=—-a+2=0=a=2

(an]

Il
o W o=
= N
S =

2.2.9. Dar un ejemplo de una sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incégnitas

que sea compatible e indeterminado. Interprétalo geométricamente.
(Septiembre 03)

- Solucién:
Un ejemplo valido es:
r + y + z =1
20—y =3
3z + 2z =4
En este ejemplo hemos elegido dos ecuaciones independientes y la tercera la hemos obtenido
sumando las dos primeras.

Geométricamente hablando pueden existir varias posibilidades.

- Pueden ser tres planos que se cortan en una recta (para ejemplo vale el anterior).

- Pueden ser también tres planos coincidentes (tres ecuaciones proporcionales).

- Pueden ser dos planos coincidentes y otro que los corte (dos ecuaciones proporcionales y una

independiente de ellas).

2.2.10. Determinar un valor del parametro a para que el siguiente sistema de ecua-

ciones lineales sea compatible e indeterminado.

+y +z =a
—y +2 —
r =3y +z =0

(Junio 05)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema sera:

1 1 1]a
A=|1 -1 1|1
1 -3 1|0

Vamos a estudiar el rango de la matriz de los coeficiente y despues veremos la ampliada.

1
- RgA > 2 pues tenemos que =—-1-1=-2#0

Ademsés el RgA = 2, pues las columnas primera y tercera de la matriz de los coeficiente son
iguales.
Para que el sistema sea compatible e indeterminado la matriz ampliada tiene que tener rango
2, es decir,
1 1 a
1 -1 1 |=1-3a+a+3=-2a+4=0=0a=2
1 -3 0



2.2. Sistemas de ecuaciones 77

2.2.11. Dar un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incégnitas

que sea incompatible. Interprétalo geométricamente.
(Junio 05)
- Solucién:

Tenemos varias opciones. Por ejemplo, podemos considerar dos planos paralelos y uno que corte

a ambos.

r +y +z =3
r 4y +z =95
2 -y +z =3

En este ejemplo, las dos primeras ecuaciones representan planos paralelos y la tercera corta a
los dos. Es obvio que no tienen ningiin punto en comun, por lo que el sistema es incompatible.

Otra opcion es coger dos planos que se corten, sumar sus ecuaciones (con lo que obtendriamos
un plano que se corta en la misma recta que los anteriores) y al resultante cambiarle el término
independiente, con lo que obtenemos un plano paralelo al altimo que no pasaria por la recta de

corte de los dos planos, y con ello no tendrian ningtin punto en comin.

r 4y +z =3
2c —y +z =3
3z +2z =8

Otra posibilidad son dos planos coincidentes y uno paralelo, o bien tres planos paralelos.
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2.2.12. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

y —r ==z
—r =
+z ==x
(Septiembre 05)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:
-1 1 -110
A= 1 -1 —-110
-1 1 1 |0

Se trata de un sistema homogéneo, luego es compatible. Veremos cuanto vale el RgA para decidir
si es determinado o indeterminado.

Es evidente que RgA > 2 pues

1 -1
=—-1-1=-1+#0
-1 -1 7
Veamos cuanto vale el |A|.
-1 1 -1
Aj=] 1 -1 -1 |=1+1-1+41-1-1=0
-1 1 1
Luego resulta que el RgA = 2 = El sistema es compatible indeterminado y necesita un

parametro.
Vamos a resolverlo:

Hacemos x = A. Para eso usamos las filas que dan rango 2 y resolviendo por reduccién tenemos:

o o—zo= X
=y —z = =X
-2z = 0
z = 0

Siz=X;2=0=y=A\
Por tanto la solucion es (A, A, 0).

2.2.13. Dar un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas que sea com-

patible e indeterminado. Interpretarlo geométricamente.
(Septiembre 05)

- Solucién:

El sistema seré compatible cuando los rangos de la matriz de coeficientes y la ampliada coincidan
y seré indeterminado cuando éste sea menor que el nimero de incognitas. En nuestro caso ocurrira
cuando el rango de la matriz de los coeficientes valga 1 6 2. Por tanto, o bien tomamos dos ecuaciones
linealmente independientes y las sumamos (RgA = 2), o bien cogemos una ecuacion y la repetimos
dos veces multiplicada por distintos ntimeros (RgA = 1). También vale para el primer caso dos

ecuaciones proporcionales y una que sea linealmente independiente con ellas.
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Valdrian como ejemplo los siguientes:

Para RgA = 2 tendriamos:

2r 4+ 3y — 2z =3
x — y + z =4
3 + 2y — 2z =7
Para RgA = 1 nos vale:
2r 4+ 3y — 2z =3
dc + 6y — 4z =6
—2x - 3y + 2z =-3

Geométricamente el primer caso representa tres planos que se cortan en una recta, o dos coin-

cidentes y uno que los corta y el segundo tres planos coincidentes.

2.2.14. Discute el sistema de ecuaciones lineales

r + 2y - z = 2
x + (1+by — bz = 2b
T + by + (1+bz = 1
segun los valores de b.
(Junio 06)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:
1 2 -1 2

1 146 —=b |2
1 b 1+0| 1

Vamos a calcular el determinante de la matriz de coeficientes para realizar el estudio.

1 2 -1
Al=|1 14b —b |=Q+b0)2—=20—b+(1+b) —200+b)+b> = +0>+26-26—p+ 1+
1 b 140

+BP—F 204+ =20>—20=0=0b=0yb=1

Luego:
= Sib#0,1 = El sistema es compatible determinado.

= Si b =0 la matriz quedaria:

—_ = =
S =N
(an)

En este caso tenemos que RgA = 2 pues

=1-2=-1+#£0
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Veamos cuanto vale el RgA’.

=1-2-2=-3+40

= o=
S =N
= O N

Por tanto RgA = 2 # 3 = RgA’ = El sistema es incompatible.

Si b =1 a matriz quedaria:

1 2 —-1]2
1 2 —-1]2
11 21
En este caso RgA = 2, pues
=1-2=-1+#0
. #

y a su vez coincide con el RgA’, ya que la primera y la segunda fila coinciden.

Por tanto RgA = 2 = RgA’ < 3 = n° de incognitas = El sistema es compatible indetermi-

nado y necesita un pardmetro para su resoluciéon.

2.2.15. Resuelve el sistema de ecuaciones lineales

r +2y —2z =1

x +y —z =
T —z =1
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:
1 2 —-1]1
1 1 -1]1
1 0 —-1]1

Vamos a resolverlo por el método de Gauss, pues parece comodo.

12 —1]1 1 2 -1]1
11 —1]1 | 2228l g 21 0o
F3=F3—F
10 —1]1 0 -2 00

(Septiembre 06)

Las filas segunda y tercera son proporcionales, luego sobra una y el sistema es compatible

indeterminado.

De la segunda ecuacion deducimos que y = 0. Si en la primera ecuacion sustituimos y = 0 y

hacemos z = A resulta:

T—A=1l=z=1+A

Por tanto la solucién del sistema es:

z = 1 + A
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2.2.16.
a) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius.

b) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, segan los valores del parametro

a:
r  +y +z =a
r 4y Haz =1
r 4ay +z =1
(Junio 07)
- Solucién:

a) Es teoria que podemos encontrar en cualquier libro.

b) La matriz asociada al sistema es:

— = =
Q = =
S}

— = Q

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficiente:

=l4a4+a—-1-a>—-1=-a’+2a—1

—_ = =

1
1
a

— Q=

Igualando a cero resulta:

—a®>+20—-1=0=0ad>-2a4+1=0=a=1

Luego:

e Sia # 1 el sistema es compatible determinado.

e Si a =1 la matriz queda:

1 1 11
1 1 11
1 1 11

y el RgA =1 = RgA’ < n° de incégnitas = El sistema es compatible indeterminado

(necesita dos parametros)

2.2.17. Discute, en funcién del pardmetro a, el sistema de ecuaciones (NO es nece-

sario resolverlo en ningin caso)

- + 2y + z =
ax — Yy + 2z =
2z + (a—1)z =

(Junio 08)
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- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

-1 2 1 1
a -1 2 2
2 0 a—-1]|2

Veamos donde el determinante de la matriz de los coeficientes vale 0:

-1 2 1
a -1 2 |=a-1+842-2a(a—1)=a—-1+8+2-2d>+2a=-2a>+3a+9=0

Vamos a resolver la ecuacién:

~3+9 6 2

Lo 3EVOFT 349 4 4 3
4 1 —3-9_ 12

4 T4

Por tanto:

2
- Sia# 3’ —3 = RgA = RgA’ = 3 = Sistema Compatible Determinado.

. 2 .
-Sia= 3 la matriz resultantes es:

-1 2 1)1

2

3 -1 2 |2
1

2 0 —— 12
3

Tenemos que RgA = 2, pues

2

- -1

3 =2+#0

2 0

Vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada.

-1 2 1

2 8 36 8 28
- =248+42-—-=2 =229
3 12 8+ =3 3737
2 0 2

Luego RgA’ = 3.
De aqui deducimos que:

RgA =2 # 3 = RgA’ = Sistema incompatible.

- Si a = —3 la matriz que queda es:
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Tenemos que RgA = 2, pues

-3 -1
=240
‘ 2 0 #
Vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada.
-1 2 1
-3 -1 2 |=248+2+4+12=24#0
2 0 2

Luego RgA’ = 3.
De aqui deducimos que:

RgA =2 # 3 = RgA’ = Sistema incompatible.

2.2.18. Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, segtin el valor del para-

metro a:
ar + ay = 0
r —+ Z = a
-2y + az =

No es necesario resolver el sistema en ningan caso.

(Septiembre 08)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

a a 0]0
1 0 1]a
0 -2 ala

Vamos a empezar estudiando el determinante de la matriz de los coeficientes:

a a 0
1 0 1|=-ad*+2a=0=a(-a+2)=0—=

a =
0 -2 a

Por tanto:
-Sia#0,2=— RgA = RgA’ = 3 = Sistema Compatible Determinado.

- Si a = 0 la matriz resultantes es:

0
0

o = O
S = O
o O O

-2

Es evidente que sobra la primera fila. Ademas el sistema resultante es homogéneo y por tanto
compatible. También es obvio que la segunda y tercera fila son linealmente independientes.

En consecuencia:

RgA = RgA’ =2 < 3 = n° de incognitas = Sistema compatible indeterminado.
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- Si a = 2 la matriz que queda es:

Tenemos que RgA = 2, pues

2 2
=-2#£0
10 7
Vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada.
2 2 0
1 0 2|=—-44+8=4+#0
0 -2 2

Luego RgA’ = 3.
De aqui deducimos que:

RgA =2 # 3 = RgA’ = Sistema incompatible.



Capitulo 3

(Geometria

3.1. Vectores, puntos, rectas y planos en el espacio

3.1.1. Hallar la ecuacién de una circunferencia que, siendo tangente a la recta
y = /3 r, sea tangente al eje de abcisas en el punto (3,0). (Indicacién: tg60° = /3,
3
tg30° — X3
3
(Septiembre 00)
- Solucién:

La figura 3.1 nos muestra una vision del problema.

30°

P(S‘.O)

Figura 3.1: Representacion detallada del problema

Vamos a utilizar propiedades conocidas de las circunferencias. Se sabe que la recta que pasa por
el centro de la circunferencia y por el punto de corte de las dos tangentes (en nuestro caso el origen
de coordenadas) es la recta bisectriz del d&ngulo formado por las tangentes. Como la recta y = v/3
forma un angulo con la horizontal de 60°, se deduce que la recta anteriormente citada forma un
angulo de 30° con la horizontal (ver figura 3.1). También es obvio que el radio es perpendicular
con la horizontal en el punto de tangencia (por ser el eje de abcisas una de las tangentes), luego
tenemos el tridangulo rectangulo que podemos ver en la figura 3.1.

De aqui deducimos:

3
t930°:§:>r:3~tg300=3%=\/§

Por tanto el centro es C (3,/3) y la ecuacion buscada es:
) 2
(z—37+(y-v3) =3

85
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3.1.2. Determinar una recta que sea paralela al plano de ecuacién = +y + z = 3, que
corte a la recta de ecuaciones x = 0, z = 0, y que también corte a la recta de

ecuaciones z =1, y = 0.

(Septiembre 00)

- Solucién:

Vamos a coger un plano paralelo al que nos dan. Luego vamos a cortarlo con las dos rectas
indicadas. La recta que pasa por estos dos puntos esta contenida en este tltimo plano, por tanto es
paralela al plano que nos dan y por supuesto corta a las rectas indicadas.

Como plano paralelo vale el plano z+y-+ 2z = 1. Si cortamos este plano con las rectas obtenemos:
» Conz=0,2=0= A(0,1,0).
» Conz=1,y=0= B(0,0,1).

La recta buscada pasa por los puntos A y B, por tanto queda definida por A(0,1,0) y por
AB = (0,-1,1).

En forma paramétrica, la ecuaciéon resultante es:

3.1.3. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacién z —2y+z2=1y
que también sea paralela al plano que pasa por los puntos de coordenadas
(Qa Oa 1)7 (Ov 2a 1) y (17 _170)'

(Junio 01)

- Solucién:

Bastara con coger planos paralelos a los dos que nos dan y el corte de dichos planos sera la recta
que buscamos.

Vamos a empezar por calcular la ecuacién general del plano que pasa por los tres puntos, que
denominaremos: A(2,0,1), B(0,2,1),C(1,—-1,0).

Como vectores directores de este plano tomamos AB y A_C)’7 cuyas coordenadas seran:
—_— —
AB = (=2,2,0) y AC = (—-1,-1,-1)
. . - 2
Por tanto, la ecuacion del plano vendré determinada por A, AB, AC.

r—2 -2 -1
y 2 1 |=—2@-2)+2(z—-1)+2(z—-1)—2y=
z—1 0 -1

=-204+4+22-2422-2-2y=-2c—-2y+42-2=0

Por tanto podemos tomar como ecuaciéon de dicho plano z +y — 2z + 1 = 0.

Tenemos por tanto dos planos que son:

r — 2y 4+ 2z — 1 =0
r + y — 2z 4+ 1 =0
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Para conseguir nuestra recta cogemos dos planos paralelos a ellos, para lo que basta con cambiar

el término independiente:
r — 2y + z — 3 =0
r + y — 2z 4+ 8 =0

Estéa seria la ecuacion de la recta buscada.

3.1.4. Calcular un vector de médulo 1 que sea ortogonal a los vectores de coorde-

nadas (1,0,2) y (2,1,0).
(Junio 01)
- Solucién:

Vamos a realizar el producto vectorial de los dos vectores, pues el vector asi obtenido sera

ortogonal a los dos. Después normalizaremos ese vector y obtendremos el vector buscado.

4]+ k-2

N

>

S

I
N = Sy
— O .y
[T N

Luego un vector ortogonal a ambos seria @ = (—2,4, 1).
Vamos a normalizarlo. Su médulo vale @] = v/4 + 16 + 1 = v/21.

Dividiendo el vector por su médulo obtenemos el vector o buscado:
L, w < -2 4 1 >
0= ==\ 7= 7= 7=
|| V21 /21 /21

3.1.5. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacién z + z = 2 y corte

perpendicularmente a la recta de ecuaciones z +y =0,y + z = 2.

(Septiembre 01)
- Solucién:

El procedimiento que vamos a seguir lo narro a continuaciéon. Nuestra recta va a ser el corte de
dos planos, uno paralelo al primero (con eso garantizamos que la recta es paralela al plano) y el
otro va a pertenecer al haz de planos que obtenemos a partir de los planos que definen la segunda
recta. De esa forma, como nuestra recta estara contenida en dicho plano cortara a la que nos dan.

El plano que eligiremos seré aquel que haga que la recta obtenida corte perpendicularmente a la
dada en el enunciado.

Dicho esto nos ponemos manos a la obra. Es facil obtener un plano paralelo al que nos dan,
valdria z + z = 0. Vamos a por el otro. El haz de planos a que nos referiamos tendria la siguiente

forma:
alr+y)+y+z2—2=0

Luego nuestra recta quedara definida por los planos:

T 1:> v to (3.1)

alz+y)+y+z—2 = 0 ar + (a+ly + =z = 2

Vamos a buscar cual es el vector director de las rectas (en funciéon de «) para después decidir

cual es el perpendicular a la recta dada. Resolviendo el sistema tenemos:

x + z =0

z=A=z=-A
ar + (a+ly + =z = 2
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Sustituyendo:

2 a—1

—A 1 A=2 Dy=2—X+a\ —_° 427 -
a(=A) + (a+ L)y + = (a+ 1)y ted=y= ot oy

Luego la ecuacion de la recta en forma paramétrica, en funcion de «, seré:

T = — A
2 a—1 a—1
= A = U= _17 71
Y a+1 + a+1 v < a+1 )
z = A

Vamos a encontrar el vector director de la recta que nos dieron.

vy=0 y=A=—=zx=-A,z2=2—-A
y+z=2

T = - A

y = A | = ud=(-1,1,-1)
z = 2 — A

Nos falta por encontrar el valor de o que hace que @ y ¥ sean perpendiculares, es decir, que

u-7=0.

—1 1 1
i v=(-11,-1) (1,2 1)=1+2"" 1=0=2" —0=a=1
a+1 a+1 a+1

Luego, si sutituimos a = 1 en la ecuacion (3.1), la recta pedida es:

x + z = 0
r + 2y + 2z = 2

3.1.6. ;Qué angulo deben formar dos vectores no nulos ¢y ¥ para que ambos tengan

el mismo modulo que su diferencia € — v
(Septiembre 01)
- Solucién:

Queremos que:

el = 0] = |&— o] (3.2)
Sabemos que
() i - W
cos(i, W T
’ ] - ||

Si aplicamos esta ultima formula a los vectores € — Uy € — U tendremos:

—— . (f-0)-(E-0) &+ TT-28T

&—d]-|e—v &= 1] -|e— |

@ + 181 = 2121 - 7] cos(& )
|e— ] -|e— 1

—
—

Teniendo en cuenta 3.2 y que cos(€ — ¥, € — ¥) = 1, resulta:

_|el® + 18 — 21 cos(€,9)
je®

—

— 21&1> — 2|é]? cos(&,7) = | =
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~ —~ 1
= 2 —2cos(€,V) =1 = —2 cos(€, V) = —1 = cos(€,7) = 3

—

Luego el angulo buscado es:
(€,7) =

w3

3.1.7. Hallar dos vectores linealmente independientes que sean ortogonales al vector

€ de coordenadas (1,1, 3).
(Junio 02)

- Solucién:

Sean ¢ y U los vectores buscados.
Para que sean linealmente independientes basta con no ser proporcionales y para ser ortogonales

tiene que cumplirse
u-€=v-€=0

IS

Dos vectores validos para lo que buscamos serian:
)-(1,1,3)=2+1-3=0

i=(2,1,-1)
5= =(1,2,-1)-(1,1,3)=142-3=0

—
(17 27 _1) =

La base de una pirdmide es un cuadrado ABCD de 2 metros de largo y su

3.1.8.

vértice V esta situado a una altura de 3 metros sobre el centro de la base

Calcular el angulo que forman los planos ABV y BCV.

(Junio 02)

- Solucién:
Vamos a asignarle coordenadas a los puntos que nos dan. A(2,0,0); B(2,2,0);C(0,2,0)y V(1,1, 3).

Vamos a calcular los planos.

- Sea m = ABV. Para calcular la ecuacion de este plano vamos a usar el punto A y los vectores

—_— — — —
AB y AV, es decir A(2,0,0); AB = (0,2,0) y AV = (—1,1,3). Por tanto:

r—2 0 -1
y 2 1 |=6(x—2)4+2z=6x—-124+22z=0
z 0 3

Luego la ecuaciéon del primer plano serd m = 3x + z = 6.
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- Sea m' = BCV. Para calcular éste usaremos B y los vectores B—C>v y B—‘}7 es decir, B(2,2,0) ;
—

BC = (~2,0,0) y BV = (—1,—1,3). Por tanto

r—2 -2 -1
y—2 0 —1|=2z+46(y—2)=2z+6y—12=0
z 0 3

Luego la ecuacion del segundo plano es 7/ =3y +2 =6

Vamos a calcular ahora el angulo que nos piden, es decir el dngulo que forman 7« y #’. Sus

vectores normales son i = (3,0,1) y n/ = (0,3,1). En consecuencia:

n-n'

1 1
— = a = 84°15'39"

i -|n’] V10410 10

cos =

3.1.9. Determinar si el plano 3z —2y+ 2z = 1 es perpendicular a la recta de ecuaciones
—x =3y+3z,y+2z = —1. Determinar también si es paralelo a la recta que pasa

por los puntos de coordenadas (1,—1,1) y (—1,—1,0).

(Septiembre 02)

- Solucién:
Veamos lo primero.
Vamos a calcular el vector director de la recta (@) como producto vectorial de los vectores

normales de los planos que la determinan.

r + 3y + 3z =0 = n; = (1,3,3)
y + 22 =-1 [ =n3=(0,1,2)
i j ok
G=mAng=|1 3 3 |=6i+k—2]-3=3i—2j+k=i=(3-21)
0 1 2

Como el vector normal al plano era el mismo, deducimos que la recta es perpendicular al plano.
Veamos ahora lo segundo. Llamemos P(1,—1,1) y Q(—1,—1,0). Por tanto la recta tendra como
vector director P—Q) =(-2,0,—-1).

Para ver si la recta es paralela al plano vamos a ver si 77 es ortogonal a P—Cj
—
n-PQ= (37_271)'(_27()’_1) =-6-1= _77&0

Luego no son paralelos.
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3.1.10. Sabiendo que los lados de un rectangulo ABCD miden 1 y 3 metros, calcular

— —
el producto escalar de los vectores CB y AD, y el médulo del producto

— —
vectorial de los vectores CB y BA.

(Septiembre 03)

- Solucioén:
Vamos a asignarles coordenadas a los puntos:

D(0,0,0), A(3,0,0), B(3,1,0), C(0,1,0).

Vamos a ver paso a paso cada una de las dos cosas que nos piden calcular:

- Para hallar el producto escalar pedido vamos a calcular primero los vectores y a continuacién

haremos el producto.

CB = (3,0,0 SN
CB =(3,0,0) — CB-AD = (3,0,0) - (—3,0,0) = —9
AD = (~3,0,0)

— —
- Para calcular el producto vectorial es necesario calcular el vector BA, pues el vector CB ya

lo calculamos antes.
—

BA = (0,-1,0)

Ahora realizaremos el producto vectorial y posteriormente calcularemos el modulo.

o W

— —
CBANBA=

o W =y

— =
Por tanto ‘C’B A BA‘ = 3.

3.1.11. Determinar un plano que, pasando por el origen de coordenadas, sea paralelo
a la recta de ecuaciones z +y =1,y + 2z = 2, y también sea paralelo a la recta

que pasa por los puntos de coordenadas (1,1,0) y (0,1,1).
(Septiembre 03)

- Solucién:
Para calcular el plano usaremos un punto y dos vectores. Como punto usaremos el origen y como

vectores los vectores directores de las dos rectas. Vamos a calcular estos ultimos:
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- Empezamos por la primera recta, multiplicando los vectores normales asociados a los planos

que la definen.

+ 1| =mn I
x = n ] — i - rd
Y " —d=mAm=|11 0|=itk—]
y+z=2 = n3 =(0,1,1)
0 1 1
Luego el primer vector buscado es @ = (1,—1,1).
- En la segunda recta un vector valido es:
7= (07 1, 1) - (17 170) = (_1707 1)
Por tanto la ecuacion del plano es:
x Yy =z
0= 1 -1 1l|=—2—y—2—y=—ax—-2y—=2
-1 0 1
es decir, valdria
rz+2y+2=0

3.1.12. ;Qué relacién hay entre los coeficientes de las ecuaciones
ar +by+cz=d,dr+by+cz=d

de dos planos paralelos? Razonar la respuesta.

(Junio 04)

- Solucién:

La relacion que deben guardar es:

& e
Il

\

|
Q\‘m
N
SRS

Ello se debe a:

1. La doble igualdad implica que los vectores normales son proporcionales y por tanto paralelos.

2. La desigualdad hace que no hablemos del mismo plano.

3.1.13. Determinar una recta que sea paralela al plano que pasa por los puntos
de coordenadas (1,1,0);(1,0,1) y (0,1,1), que también sea paralela al plano

x4+ 2y+ 32 =0, y que no esté contenida en ninguno de estos dos planos.

(Septiembre 04)

- Solucién:

Para eso vamos a considerar sendos planos paralelos a los que nos dan y la recta en que se cortan
es paralela a ambos planos y no esta en ninguno.

Empezemos por calcular la ecuaciéon del plano que pasa por los tres puntos. Dichos puntos son
A(1,1,0); B(1,0,1) y C(0,1,1). Para hallar la ecuaciéon del plano vamos a considerar el punto A y
los vectores AB y A—C>'
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—_— —
Los vectores son AB = (0,—1,1) y AC' = (—1,0,1). Por tanto la ecuacion del plano es:

z—1 0 -1
r=|ly-1 -1 0 |=—(-1)—-(y—-1)—z2=—2+1-y+1—-2=0=
z 1

= z+y+2z2—-2=0

Tenemos, en consecuencia, dos planos y voy a coger dos planos paralelos a ellos para construir

la recta:
Plano 1° — 24+ y+2—-2=0— z+y + 2+ 3 = 0 (Paralelo)

Plano 2° — 4+ 2y +32 =0 — 2 + 2y + 3z — 1 = 0 (Paralelo)

Por tanto, una recta posible es:

r+y+2+3=0
r+2y+32—1=0

3.1.14. Hallar un vector de médulo 1 que sea ortogonal a los vectores de coordenadas
(Oa 1; 1) y (27 170)'
(Septiembre 05)

- Solucién:
Una forma posible es calcular el producto vectorial de los vectores y obtendremos un vector

ortogonal a ambos, después lo normalizamos y terminamos.

Vamos a llamar @ = (0,1,1) y ¥ = (2,1, 0).

=2] 2% —i—= @ =(-1,2,-2)

g

I

IS

>

S

Il
O O Sy
— =y
S = 3y

El vector que buscamos lo obtenemos dividiendo w entre su modulo.

||  Vi+4+4 \ 373 3

3.1.15. Determina la relacién que debe existir entre a y b para que los puntos de

coordenadas (1,0,0), (a,b,0),(a,0,b) y (0,a,b) estén en un plano.

(Junio 06)

- Solucién:
. —_— — E—d . .
Para que ocurra lo que nos piden los vectores AB, AC'y AD tiene que ser linealmente depen-

dientes. Veamos cuales son esos vectores e impongamos que el determinante que los tiene como filas

valga 0.

— —

—
AB = (a—1,b,0); AC = (a—1,0,b) y AD = (—1,a,b)
Su determinate es

a—1 b 0
a—1 0 b |=-b—b*(a—1)—abla—1)=0=}%—ab®> + ¥ —a®b+ab=0=>
-1 a b
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= ab(-b—a+1)=0

3.1.16. Determina el plano que pasa por el punto de coordenadas (1,2,3) y por la

recta de ecuaciones r +y =1,y + 2z = 1.

(Junio 06)

- Solucién:

Vamos a llamar A al punto que nos dan. Vamos a pasar a paramétricas la ecuaciéon de la recta
y asi tendremos un punto (que llamaremos B) y el vector director (@) de la misma. Para encontrar
la ecuacion del plano usaremos A, A—B>, .

Hacemos y = A y nos resulta:

r+A =1 r= 1 =X
B(1,0,1)
Y =A - y= by — ~
= (-1,1,-1)
Atz =1 z= 1 =X

De aqui deducimos que el plano queda determinado por:

A(1,2,3)

Por tanto la ecuacion del plano es:

zr—1 0 -1
y—2 -2 1 |=2(z-1)+2@y—-2)—-2(z—-3)+2(zx—-1)=
z—3 -2 -1

=2r—24+2y—4—-22+6+4+2r—2=4xr+2y—22—-2=0

Una ecuaciéon mas simple serfa
2r+y—2—1=0

3.1.17. Determina el plano que pase por los puntos de coordenadas (1,0,0) y (0,1,0),

y sea paralelo a la recta
r 4y 4z =2
r -y 4z =2

(Septiembre 06)

- Solucién:

Supongamos que nuestros puntos son A(1,0,0) y B(0,1,0).

El plano que buscamos va a quedar definido por uno de los puntos (por ejemplo A), por el vector
AB y por el vector director de la recta ().

Vamos a calcular primero los vectores AB y .
—
« AB=(-1,1,0).

s El vector 4 lo obtenemos al hacer el producto vectorial de los vectores normales a los planos
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que definen la recta.

_|_ :2 _>: 1,1,1 —
ToAY 2 - ( ) = i =1y Ay
x -y +z =2 ng = (1,—-1,1)
Por tanto,
i j ok
F=mAms=|1 1 1|=i+f—k-k-—f+i=2—2F—=a=(2,0,-2)
1 -1 1

Por tanto la ecuacion del plano es:

y 1 0 |=—2-1)—2z—-2y=—-22x4+2—-22—-2y=0
z 0 -2

En consecuencia el plano buscado tiene ecuaciéon

r+y+z2z—-—1=0

3.1.18. Determina la relacién que debe existir entre a y b para que el punto P =
(0,a,b) esté en el punto determinado por los puntos A = (1,0,0),B=(1,1,1) y

C=(0,2,1).
(Junio 07)

- Solucioén:
Vamos a empezar por calcular la ecuacion del plano. Para ello usamos como punto A(1,0,0) y

— —
como vectores AB(0,1,1) y AC' =(—1,2,1).

La ecuacién sera:
r—1 y

0= 0 1
-1 2

=@-1)—-y+z-2@-1)=c—-1-y+2z-2z+2=—ax—-y+2z+1

— =W

Por tanto, una ecuacién valida para el planoseran =z +y—2—1=0

Vamos a imponer que P € 7, resultando la relaciéon buscada

a—b—1=0

3.1.19. Escribe un vector de médulo 1 que sea ortogonal al vector de coordenadas

(13 2; 1)‘
(Junio 07)

- Solucién:
Llamemos a nuestro vector #(1,2,1). Para obtener un vector ¥ ortogonal a él tiene que ocurrir

que @ - ¥ = 0. Podemos tomar el vector 9(1,1,3), el cual es evidente que es ortogonal a .

Ademas nos piden que sea de médulo uno, luego vamos a normalizarlo.

17 =vV1i+1+9=+11
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Por tanto, el vector buscado es:

i

g
~

—)|
—

_3)
"1

a) Determina la posicion relativa de plano = —y + 2 = 2 y la recta de ecuaciones

i
—

3.1.20.

y+1 z4+2

1 -1

|8

b) Calcula la distancia entre la recta y el plano anteriores.

(Septiembre 07)
- Solucién:

a) Vamos a tomar el vector normal y un punto del plano.
r—y+z=2=mn=(1,-1,1)y A=(0,0,2)

Ahora veremos el vector director y un punto de la recta:

z y+1l =z2+2
1 -1

= u=(2,1,-1)y B=(0,—-1,-2)

[\

Tenemos que @ -7 =2 —1— 1= 0= La recta es paralela al plano o esta contenida en él.

Si B € 7 entonces la recta estarfa contenida en el plano, pero:
04+1—-2#2

Luego la recta es paralela al plano.
b) Vamos a calcular la distancia de la recta al plano.

04+1-2-2 3
dir,m)=d(B,m) = ——— 2" = = —\/3
(r,m) = d(B, ) T -/ u

3.1.21. Sean i@y ¥ dos vectores ortogonales de médulo 4 y 3 respectivamente. Calcula
el moédulo de los vectores @+ ¥ y 4 — ¥, indicando los resultados tedricos en

que te basas para ello.

(Junio 08)

- Solucién:

Tenemos que ¥ y ¥ son ortogonales y que |@] =4 y que |7 =3

- Vamos a calcular el médulo de @ + v.

S o5 @ e - (2 - - R - -
|u+v\(:)\/(u+v)-(u+v)(:)\/|u|2+|v|2+2u-v(:)\/|u\2+\v|2:\/16+9=5

- Vamos a calcular el médulo de @ — v.

i-3 Y@= 0-@-0 2 @l + o —2a-7L \|a? +15 = Ve +9 = 5

—~
=
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Vamos a comentar los conceptos teoricos utilizados.

(1) Nos basamos en la definicion de modulo de un vector en funciéon del producto escalar.

(2) Usamos la propiedad que dice: “ @ - @ = |a]” .

(3) Hemos utilizado la propiedad del producto escalar que dice: “El producto escalar de dos

vectores ortogonales es cero”.

3.1.22. Sean @ y b dos vectores no proporcionales del espacio real tridimensional.
{Qué relacion existe entre las direccciones de d y b y la direcciéon de su
producto vectorial? ;Cuanto vale el médulo del producto vectorial de a y
b?
(Junio 08)

- Solucién:
A la primera pregunta contestamos, por definicion de producto vectorial, que la direccion del
mismo es perpendicular a la de los dos vectores.

La segunda pregunta tiene también facil respuesta.

[i/\l;‘ =ld| - ’5‘ - sen <Ei,l;)

3.1.23.

a) Determina la recta que pasa por el punto (1,1,1) y es perpendicular al plano
z+y=1.

b) Calcula el punto donde la recta obtenida corta al plano dado = +y = 1.

(Septiembre 08)

- Solucién:
Contestaremos primero al apartado a.
Como la recta es perpendicular al plano valdra como vector director de la misma el vector normal
al plano.
T:x+y=1=7(1,1,0)

Por tanto la ecuacion paramétrica de la recta es:

=14+ A
y=1+X
z=1

Su ecuacién en forma continua sera:

T Y . T—y 0

Veamos ahora el apartado b.
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Para ello usaremos la ecuaciéon paramétrica de la recta y sustituiremos en la ecuacion del plano.

1
1+>\+1+)\:1:>2)\:71:>)\:—5

Por tanto, el punto buscado es:

:17:17}

2

1 1
- = -, -1
=13 =233
z=1

3.1.24.

a) Determina el plano que pasa por el punto de coordenadas (1,1,1) y corta perpen-

dicularmente a la recta
z—1 'y z+1

2 1 1

b) Calcula el punto donde se cortan la recta y el plano.

(Septiembre 08)

- Solucién:
Calculemos primero el plano que nos piden en el apartado a.
Como dicho plano corta perpendicularmente a la recta, el vector director de la misma valdra

como vector normal del plano. Por tanto, dicho vector normal es (2,1, 1).
En consecuencia, la ecuaciéon del plano es:
2x+y+2+D=0

Como el plano pasa por el punto de coordenadas (1,1, 1), sustituyendo estas coordenadas en la

ecuacion anterior podemos calcular el valor de D.

2414+14+D=0= D=4

La ecuacion del plano buscada es 2z +y + 2z —4 = 0.
Vamos a resolver el segundo apartado.

La ecuaciéon paramétrica de la recta es:

T = 1 4+ 2A
rT=| y= A
z= -1 + A

Sustituyendo en la ecuaciéon del plano obtenemos el valor de A, y de ahi el punto buscado.
1
2(1+2)\)+>\—1+)\74:0:>2+4)\+)\—1+)\74:0:>6)\:3:>/\:5

Sustituyendo el valor obtenido en la ecuacion paramétrica de la recta obtenemos las coordenadas
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de dicho punto:

T = 1 + 1 = 2
1 1 1 1
Y= 5 = 39 :>Q<2’2’ 2)
1 1
= 1 - - _Z
z T3 2 |

3.1.25. Dadas las rectas

- z+y+z2=0 - r + y + =z =0
| z—y+z=1 ’ | oax + + bz =0

determine la relacién que debe existir entre a y b para que:
a) r y r’ sean paralelas.

b) r y 7’ sean perpendiculares.

(Junio 09)

- Solucioén:

Vamos a empezar calculando unos vectores directores de las rectas y después contestaremos a
los interrogantes que nos plantean.

Cada recta viene definida como corte de dos planos, por tanto el producto vectorial de los
vectores normales de dichos planos valdra como vector director de cada recta.

Empecemos por r:

Los vectores directores de los planos que definen a r son ny = (1,1,1) y ng = (1, —1,1).

Por tanto:

-

=i+ j—k—k—j+i=2—2k=d=(2,0-2)

-

— —
dznl/\ngz

-
—

k
1
1

—_ =

-1

N
Hacemos lo mismo con r’ y tenemos que los vectores normales en este caso son nj = (1,1,1) y
N

nby = (a,0,b).
Luego,
d=niAnt=|1 1 1 |=bit+aj—ak—bj=bi+(a—b)j—ak=d = (bja—b,—a)
a 0 b

Una vez calculados los vectores pasamos a contestar las cuestiones que nos plantean.

— —
a) Para que sean paralelas tiene que ocurrir que d tenga la misma direccion que d’, es decir, sus

coordenadas tienen que ser proporcionales. Por tanto

2 0 -2
2= =25 2a=-2Z=a=b
b P _a=> a = a

b) Para que sean perpendiculares el producto escalar de los vectores directores de las rectas tiene

que valer 0. Luego

-
d-d =0=(2,0,-2)(bha—b,—a)=2b+2a=0=2b=—-2a=b=—a
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3.1.26.

a) Calcule el punto de corte del plano I : z + y =0 y la recta
= A

T
riy y= -2
z 1+ A

b) Determine la recta s que esta contenida en el plano II y corta perpendicularmente

ar.
(Junio 09)
- Solucién:
Vamos a responder a los dos apartados.

a) Un punto cualquiera de r tiene la siguiente forma (A, —2,1 4 X). Vamos a sustituir este punto

en la ecuacion del plano y calcularemos de esa forma A y el punto en cuestion.

A=2=0=X=2

En consecuencia el punto buscado es P(2,—2,3).

b) La recta s vendra definida por el punto P calculado anteriormente (ya que corta a r y esta
contenida en IT) y como vector director el producto vectorial de los vectores directores de r y

el normal al plano IT (por la misma razén anterior).
El vector nomal de IT es 7@ = (1,1,0) y el director de 7 es d = (1,0, 1).

Luego el vector director de s sera:

i j ok
G=drii=|1 0 1 |=j+k—i=ad=(-1,1,1)
1 1 0
Por tanto la ecuacion de la recta s es:
T = 2 — A
s = =2 4+ A
z= 3 4+ A
A +y=0
3.1.27. Considere las rectas r: { y = - A ys:{x y_l
T—z=
z= 1

a) Compruebe que r y s son coplanarias.

b) Obtenga las ecuaciones de la recta que corta ar y a s, y es perpendicular a ambas.

(Septiembre 09)
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- Solucién:

a)

Para comprobar eso vamos a coger los vectores directores de las dos rectas y el vector que
va de un punto cualquiera de r a uno de s. Si los vectores resultantes son dependientes, las

rectas seran coplanarias.

En la recta r es muy facil de calcular:

Vayamos a con la recta s. Vamos a pasarla a paramétricas haciendo =z = «.

+ —0 7 “ 0(0,0, 1)
s X Yy - = y = — a = * (g
x -z =1 v=(1,-1,1)
z= -1 + «

El vector tercero que ibamos a calcular era el vector que va de P a Q. Dicho vector es
—

PQ =(0,0,-2).

Para comprobar que los tres vectores son coplanarios vamos a calcular el determinante que

los tiene como filas.
- - =3
det [u,v,P } =
Luego los vectores son dependientes y en consecuencia las rectas son coplanarias.

Dicha recta puede venir definida por:

e Punto: Punto de corte de r y s.

e Vector: 4 A 7.

Vamos a calcular el punto de corte de las dos rectas. Un punto genérico de r tendra la forma
R(AA D).

Si sustituimos en s obtenemos:

A — _
= A=2
A — =
Por tanto el punto buscado es R(2,—2,1).
El vector es:
i 7k
d=adATG=|1 -1 0|=—i—k+k—j=>d=(-1,-1,0)
1 -1 1
Luego la recta buscada es:
T = 2 - A
r: y= -2 - A
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3.2. Problemas métricos

3.2.1. Calcular la distancia del punto de coordenadas (1,1,2) al plano que pasa por
los puntos de coordenadas (1,1,0);(1,0,1) y (0,1,1).

(Junio 00)

- Solucién:

Vamos a asignarles un nombre a los puntos A(1,1,2); B(1,1,0); C(1,0,1) y D(0,1,1).

Vamos a calcular la ecuacion del plano que pasa por B, C' y D. Para ello vamos a usar B, B—C)' y BD.
Empecemos por calcular los vectores, que tendrian por coordenadas B_C>'(O, -1,1)y B—>D(—1, 0,1).

Por tanto la ecuacion del plano:

r—1 y—1 =z
0 -1 1|l=—(-1)—-(y-1)—-z=—2+1—-y+l—z=—2—y—2+2
—1 0 1

Por tanto vale como ecuacion r =z +y+ 2 —2=0.
Vamos a calcular la distancia.
Cl+142-20 2 2v3

d(A H+i+z-2_ 2 _ 2V
Wn=—"AF77 5 3 “

3.2.2. Calcular la distancia del punto de coordenadas (3,5,0) a la recta que pasa por

los puntos de coordenadas (0,1,2) y (0,1,1).

(Junio 00)

- Solucién:

A los puntos vamos a designarlos por A(3,5,0),B(0,1,2) y C(0,1,1). La recta que pasa por
By C queda definida por B(0,1,2) y BC = (0,0, —1). La distancia la calculamos por la férmula
conocida.

—_— —
|45 A BC|
d(A,r) = ———
BC

5|

donde E = (—3,—4,2). El producto vectorial del numerador queda:

—_— = ! J K - - —_— =
ABABC=| -3 -4 2 |=4-3j=— ABABC=(4,-3,0)
0o 0 -1
Luego:
V1
d(A,r)—ﬂ—E)u

3.2.3. Definir el producto escalar de vectores y enunciar su relacién con los conceptos

de angulo y distancia entre dos puntos.

(Junio 01)

- Solucién:

Al ser una pregunta teorica puedes encontrar la solucion en cualquier libro.
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3.2.4. Calcular el area del cuadrilatero cuyos vértices son los puntos de coordenadas
(13 Oa 1)7 (27 Oa 2)> (37 ]-a 3) y (1, 2> 1)‘

(Septiembre 02)

- Solucién:

Para que formen un cuadrildtero tienen que ser coplanarios. Vamos a empezar por comprobar
esto. Para eso vamos a asignarles nombre a los puntos A(1,0,1); B(2,0,2) ; C(3,1,3) y D(1,2,1) .
Vamos a considerar los vectores AB = (1,0,1); A_d =(2,1,2)y AD = (0,2,0) .

O NN =
N = O
S NN =
Il
>
I
i
Il
o

En consecuencia los vectores son linealmente dependientes y por tanto los puntos son coplanarios.

La figura 3.2 nos muestra el cuadrilatero.

C3,1,3)

; D(1,2,1)

A(1,0,1)

Figura 3.2: Representacion gréfica del cuadrilatero.

Para calcular el area vamos a dividir el cuadrildtero, como observamos en la figura 3.2, en
dos triangulos que serian ABC y ACD, después calcularemos el area de cada uno y por ultimo

sumaremos las dos para obtener el area que nos solicitan.

- Area de ABC
l)— —
AABC:§’AB/\AC‘
i j ok
—_— —_— - - —_—
ABANAC=|1 0 1 |=%+k—%—i= ABAAC =(-1,0,1)
2 1 2
Luego:
1 1 V2 o,
AABC_§|(_170u]-)|—§\/§—7u
- Area de ACD
l— —
Aacp =3 ’AC’/\AD‘
i j ok
ACANAD =|2 1 2 |=4k —4i = AC N AD = (—4,0,4)
0 2 0
Luego:

1 1
Aacp = 3 |(—4,0,4)| = 5@2 2v/2 u?
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Luego el area que nos pedian es:

2 5v2
AZAABD—&-AACD:%-FQ\@:T\[uQ

3.2.5. Determinar una constante a para que el plano de ecuacién ax + y + z = 2 forme

un angulo de 7/3 radianes con el plano z = 0.

(Junio 03)

- Solucién:

Sabemos que la formula para hallar el angulo es:

Los vectores normales de cada plano son:

ar+y+z2=2 = n;=(a,l,
2=0 = ny =(0,0,1)
Luego tenemos que
|(CL, la 1) i (0707 1 ‘ 1
cosa = =
|(a,171)\-|(0,0,1)| Va2+2'1

Como a = 7/3, sustituyendo resulta:

1 s 1
— = c0S— = —
a?+2 3 2

Luego
Va2 +2=2=ad’>+2=4=ad>=2=0a=+V2

3.2.6. Calcular la ecuacién del plano que pasa por los puntos de coordenadas (1,0,0);
(0,1,1); (1,2,0). Determinar la distancia del punto (2,1,1) a dicho plano.

(Junio 04)

- Solucién:

Vamos a calcular la ecuaciéon del plano que pasa por los tres puntos. Para ello vamos a conside-
rar los tres puntos con los siguientes nombres: A(1,0,0); B(0,1,1); C(1,2,0). Dicho esto, vamos a
calcular la ecuacion del plano que pasa por el punto A y tiene como vectores directores AB y A—d .

Por tanto tenemos A(170,0),A—B> =(-1,1,1)y AC = (0,2,0).

r—1 -1
T= Yy
z

=—2z2-2x—-1)=-22—-224+42=0=2+2—-1=0

o N O

1
1

Una vez hallada la ecuacion del plano vamos a calcular la distancia del punto P(2,1,1) a dicho

plano.
2+1-1] 2 22
dP,m) = —F——==—%==——=V2u
(P, m) TrE 5 V2 u
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3.2.7. Determinar las coordenadas de un punto que diste 2 unidades de la recta

x—1 'y =z-1

1 1 -1

(Junio 05)

- Solucioén:

Basta con tomar un vector perpendicular al vector director de la recta (@) y un punto A de la
misma. Le sumamos a dicho punto un vector de moédulo 2 y que tenga la direcciéon y sentido del
vector perpendicular calculado. De entrada tenemos que el punto A puede ser A(1,0,1) y que el
vector director puede ser @ = (1,1, —1). Un vector perpendicular a @ puede ser ¢ = (0,1,1), pues
tenemos que:

@ L v, pues (0,1,1).(1,1,-1) =0

Falta por encontrar un vector de la direccion de ¢ pero de moédulo 2. Por ejemplo podemos
tomar W = (0, V2, \/5)

Con estos datos, el punto buscado es:
P=A+1d=(1,0,1)+ (0,v2,v2) = (1,V2,1+V2)

3.2.8. Si los lados de un rectangulo ABCD miden 1 cm y 4 cm, calcular el coseno

del dangulo PAC, donde P es el punto medio del lado BC':

(Junio 05)

- Solucién:

El angulo al que nos referimos viene representado en la figura 3.3

Figura 3.3: Vision del angulo
Para resolverlo vamos a asignarle coordenadas a los puntos:

A(0,0,0); B(0,0,1); C(0,4,1); D(0,4,0); P(0,2,1).
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—

El angulo que buscamos seria el formado por los vectores AP = (0,2,1) y AC =(0,4,1). Por

tanto tendriamos:

—_— —
s — AP AC (0,2,1) - (0,4,1) 04841 9
‘ﬁa’.‘A—d‘ VO2E+22+12. /02 42+ 12 VA+1-V16+1 /35

En consecuencia: 0
a = arccos—— = 12°31'44"”

V85

3.2.9. Si A, By C son los puntos de coordenadas (1,0,0);(0,1,0) y (0,0,1) respecti-

vamente

a) Calcular el area del tridAngulo que forman los puntos A, By C.

— —
b) Determinar el angulo que forman los vectores AB y AC.

(Septiembre 05)

- Solucién:

a) Empezaremos por calcular el area del tridangulo. Dicho 4rea se calcula con la férmula:
l|— —
Ar = 5 |AB 7 AC|

Vamos a calcular los vectores y a realizar el producto vectorial:
AB = (~1,1,0) y AC = (—1,0,1).
Por tanto: L
i

—_—
ABNAC=| -1 1
-1 0

= o 3
I
-l
+
Bl
+
.

En consecuencia, el area buscada es:
AT = = ——1U

b) Vamos a calcular ahora el angulo que nos piden. para ello usamos la formula conveniente que

€S

cos(_B/)I—C)V) = ’AB.AC‘ = |1+0+0| = 1
’ ‘ﬂé’ : ‘/Td‘ V242 2
Por tanto:

1
o= arccos§ = 60°

3.2.10. Calcula el angulo que forma el plano x +y + 2z = 0 con la recta de ecuaciones
c+y=1,y+z=1.
(Septiembre 06)

- Solucién:
Para hallar el angulo vamos a utilizar la férmula:

-7

S

c0s(90° — ) = |

donde 1 es el vector director de la recta y 7 el vector normal al plano. Vamos a calcularlos.

7l

=
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» Empezemos por el plano z + y + z = 0, cuyo vector normal es 7 = (1,1,1).

= El vector director de la recta vamos a obtenerlo haciendo el producto vectorial de los vectores

normales (7 y n3) de los planos que determinan la recta. Dichos vectores normales son:
r+y=1=n; =(1,1,0)
y+z=1=n3=(0,1,1)

Por tanto el vector director seré:

i j ok
G=mAmpg=|1 1 0 |=i+k—j=id=(1,-1,1)

0 1 1

Por tanto el coseno del dngulo buscado es:
1,1,1)-(1,-1,1 1-1+4+1 1
cos(90° — o) = (4,11 (1, -1 1] :| +|:7
VIF1+1-VI+14+1  V3-v3 3

En consecuencia:
1
90° — o = arccosz = 90° — o = 70°31'42" —= a = 90° — 70°31'42" = 19°28'18"

3.2.11. Calcula el area del tridAngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano

r+y+ 2 =1 con los ejes coordenados.

(Septiembre 07)

- Solucién:
Vamos a calcular las coordenadas de los vértices del triangulo.

-EjeX= (y=0;2=0)=2=1— A(1,0,0)
-EjeY= (z=0;2=0)=y=1— B(0,1,0)
-EjeZ= (2=0;y=0) = 2=1— C(0,0,1)
Conocidos los vértices vamos a calcular el area que nos piden. Sabemos que:

l1|— —
ATzi‘AB/\AC’

— —
Las coordenadas de los vectores son AB = (—1,1,0) ; AC = (—1,0,1).

El producto vectorial de ambos es:

i J ok
—_ —_ — — -
ABANAC=| -1 1 0 |=i+k+]
-1 0 1

Por tanto:

El area buscada seré:
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3.2.12.
r= 1 4+ A
a) Compruebe quelarectar: { y= A es perpendicular al plano Il : x +y + 2z = 1.
z= A

b) Calcule los dos puntos de la recta r cuya distancia al plano II es igual a /3

unidades.

(Septiembre 09)

- Solucién:

Vamos a responder en primer lugar al primer apartado. Para comprobar lo que nos piden tenemos
que probar que el vector director de la recta tiene la misma direcciéon que el vector normal del plano,
es decir, son proporcionales.

El vector director de r es d = (1,1,1) y el vector normal del plano I es 7 = (1,1, 1), luego r es
perpendicular a II.

Para resolver el segundo apartado vamos a coger un punto genérico de la recta r, que tienen la
forma P(1+ X\, A N).

Vamos a calcular la distancia de estos puntos al plano II e imponer que dicha distancia valga

1+ A+ A+2-1
dP,H = ——\/gé 3N =3

Por tanto tenemos que:

32=3=A=1= Pi(2,1,1)
I3A| =3 =
3\=-3=>A=—-1= P(0,-1,-1)
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